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■♥ ♣♦st✲❑❡②♥❡s✐❛♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮ ✇❛s t❤❡ ✜rst t♦ ✐♥❝♦r♣♦✲
r❛t❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡ ❛ t✇♦✲❡❞❣❡❞
s✇♦r❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛s ✇❡❧❧✳ ❲❡ ❝❛♣✲
t✉r❡ ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥
♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✇❤✐❝❤ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡
❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ■♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ t❤❡
✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛♥❞ ❣❡t r✐❝❤❡r ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛♥ ❍❡✐♥
✭✷✵✶✷❛✮✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ ❤✐❣❤❡r s♣❡❡❞ ♦❢
❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts✱
❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ✜r♠s ❛r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢♦r st❛❜✐✲
❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ♣♦❧✐❝② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
s❛♠❡✳
❑❡②✇♦r❞s✿ ❈❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❑❛❧❡❝❦✲
✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✱ ❆♥❞r♦♥♦✈✕❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ ▲✐♠✐t ❝②✲
❝❧❡s
❏❊▲ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❈✻✷✱ ❈✻✾✱ ❉✸✸✱ ❊✶✷✱ ●✵✶✱ ❖✶✻✱ ❖✹✶
∗❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♣❛rt ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ❞♦❝t♦r❛❧ t❤❡s✐s t♦ ❜❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦
❏❛✇❛❤❛r❧❛❧ ◆❡❤r✉ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ✐s ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ❙✉❜r❛t❛ ●✉❤❛ ❛♥❞ ●♦❣♦❧ ▼✐tr❛
❚❤❛❦✉r ❢♦r t❤❡✐r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✐s s♦❧❡❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦rs✳
✶
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❵✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✬ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ t♦ ♣❧❛② ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✲
✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❡❝♦♥♦♠② ✭s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✮ ♦✈❡r
t❤❡ ♣❛st ❢♦✉r ❞❡❝❛❞❡s✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ♣❧❛② ❛ ♣r♦♠✐♥❡♥t r♦❧❡ ✐♥
t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❊♥♦r♠♦✉s ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s❡❝t♦r ♦♥
♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛♥❞ ❞❡r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝t♦r ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❡r❛ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐✲
♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s②st❡♠ ❛t ❜♦t❤
t❤❡ ♠✐❝r♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦ ❧❡✈❡❧s✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛st ❢♦✉r ❞❡❝❛❞❡s ❢♦r ❯❙ ❡❝♦♥♦♠②✱ ♦♥ t❤❡
♦♥❡ ❤❛♥❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s
❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ♥♦♥✲✜♥❛♥❝✐❛❧ ❜✉s✐♥❡ss❡s ✐♥
✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❢r❛❣✐❧✐t② ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞
❡♥♦r♠♦✉s❧② ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡r❡ ✐s ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ♦❢ t❤❡ ❯❙ ❡❝♦♥♦♠② ✭✷✵✵✼✲✵✽✮✳
❚❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s✱ ✜rst✱ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❤♦✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡
♦❝❝✉rs t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❡r❛ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
t❤❡ ❯❙ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ❡✈♦❧✈❡s ♦✈❡r
t✐♠❡✳ ❆♥❞ t❤✐r❞✱ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❢r❛❣✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧♦♣s ♦✈❡r ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✉♥❧✐❦❡ ❍❡✐♥✭✷✵✶✷❛✮
✭✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛❧✇❛②s ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ st❛❜❧❡ st❡❛❞②✲st❛t❡✮
❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦♣❡♥ ✉♣
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❲❤✐❧❡ s❡✈❡r❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐sts
❛♥❞ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡rs ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ♦❢ t❤❡ ❯❙
❡❝♦♥♦♠②✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ ❧♦♦❦✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❧s♦ s❡❡❦s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤❡t❤❡r ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦♥✢✐❝t ❛♠♦♥❣ ✜r♠s
❤❛s ❛♥② r♦❧❡ t♦ ♣❧❛② ✐♥ ❡♥s✉r✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡
❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ♣r♦❧♦♥❣❡❞ st❛❣♥❛t✐♦♥✳
❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✜rst✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss
t❤❡ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ❛♥❞ ♣♦st✲❑❡②♥❡s✐❛♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤♥♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ ♦✉r
❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ❢♦r
t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳
✷
❵❋✐♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✬ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧✐❦❡ ❵❣❧♦❜❛❧✐③❛t✐♦♥✬ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦t
♦♥❧② ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❜✉t t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❢♦r♠ ❛♥❞ ✉s❛❣❡ ♦❢ ✐t
✐s ❛❧s♦ ✉♥❝❧❡❛r✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ✜♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ✉s❡s ♦❢
t❤❡ t❡r♠✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝✐t❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❊♣st❡✐♥ ✭✷✵✵✺✮ t♦
✇❤♦♠ ✏❋✐♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r♦❧❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠♦t✐✈❡s✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧
♠❛r❦❡ts✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛❝t♦rs ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✲
♠❡st✐❝ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✑✳ ❆s t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♠❛✐♥❧②
t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✱ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ tr❛❝t❛❜❧❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉✉♠❡♥✐❧
❛♥❞ ▲❡✈② ✭✷✵✵✹✮✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s
✏t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❡♥t❡r♣r✐s❡s✱ t❤❡ r✐s✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈❡♠❡♥t ♦❢ ♥♦♥✲✜♥❛♥❝✐❛❧ ❡♥✲
t❡r♣r✐s❡s ✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❤♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦s ♦❢ s❤❛r❡s ❛♥❞
♦t❤❡r s❡❝✉r✐t✐❡s ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✑✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥
❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❵s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✬✳ ▲❛③♦♥✐❝❦ ❛♥❞
❖✬❙✉❧❧✐✈❛♥ ✭✷✵✵✵✮ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❵s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡✬ ❛s ❛
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❣♦✈❡r♥❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✳ ❆s t❤❡② ♣♦✐♥t ♦✉t✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛ss✐✈❡ ✏tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❯❙ ❝♦r♣♦r❛t❡ str❛t❡❣② ❢r♦♠ ❛♥ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞s r❡t❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❡❛r♥✐♥❣s ❛♥❞ r❡✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❝♦r♣♦r❛t❡
❣r♦✇t❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✶✾✼✵s t♦ ♦♥❡ ♦❢ ❞♦✇♥s✐③✐♥❣ ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❧❛❜♦✉r ❢♦r❝❡s ❛♥❞
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❡❛r♥✐♥❣s t♦ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs✑✶ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛st ❢❡✇ ❞❡❝❛❞❡s
❢♦r s❛t✐s❢②✐♥❣ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs✬ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦✜ts ❛♥❞ ❢♦r ♠❛✐♥t❛♥✲
✐♥❣ ❤✐❣❤ s❤❛r❡ ♣r✐❝❡s✳ ❙♦✱ ❜② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❵s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✬ ✇❡
❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤✐s ✈❡r② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✜r♠ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥ts✷✳
▼♦st ♦❢ t❤❡ ♥❡♦✲❑❡②♥❡s✐❛♥ ❛♥❞ ♣♦st✲❑❡②♥❡s✐❛♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ tr❡❛ts t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛s ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡
❛s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❑❛❧❞♦r ✶✾✺✼✱
✶✾✻✶✱ ✶✾✻✻❀ ❘♦✇t❤♦r♥ ✶✾✽✶❀ ❉✉tt ✶✾✾✵❀ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✶❀ ▲❛✈♦✐❡ ✶✾✾✷ ❡t❝✮✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦st✲❑❡②♥❡s✐❛♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛s ❜❡✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ✭❡✳❣✳ ❚❛②❧♦r
✶✾✾✶❀ ❈❛ss❡tt✐ ✷✵✵✸❀ ◆❛❛st❡♣❛❞ ✷✵✵✻❀ ❉✉tt ✷✵✵✻✱ ✷✵✶✸✮✳ ❆ ❜❛s✐❝ ❛r❣✉♠❡♥t
♦❢ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s t❤❛t ❛s ✇❛❣❡ s❤❛r❡ r✐s❡s✱ ✜r♠s ❢❛❝❡ ❤✐❣❤❡r ❧❛❜♦✉r ❝♦sts✸
✶▲❛③♦♥✐❝❦ ❛♥❞ ❖✬❙✉❧❧✐✈❛♥ ✭✷✵✵✵❀ ♣♣✳ ✶✸✮
✷❋♦r ♠♦r❡ ♦♥ ❵s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡✬ s❡❡ ❋r♦✉❞ ❡t✳ ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳
✸❖♥❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❛s ❧❛❜♦✉r ❝♦sts r✐s❡✱ ✜r♠s ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣r✐❝❡s✳
◆♦t✇✐t❤st❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛s ✜r♠s ❢❛❝❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ tr❛♥s✲
❢❡rr✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❝♦sts ✐♥t♦ ♣r✐❝❡s t❤❡② ❢❡❡❧ str♦♥❣❡r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ❛❞♦♣t✐♥❣ ❧❛❜♦✉r✲s❛✈✐♥❣ ✐♥✲
♥♦✈❛t✐♦♥s✳
✸
❛♥❞ t❤✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❧❛❜♦✉r✲s❛✈✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ s♦ t❤❛t
♣r♦✜t s❤❛r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❢r♦♠ ❢❛❧❧✐♥❣ ❢✉rt❤❡r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉✉tt ✭✷✵✵✻✱
✷✵✶✸✮✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②✳ ❆ r✐s❡ ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞
❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❧❛❜♦✉r ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❣r♦✇t❤ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❧❡❛❞s t♦
❛ ❢❛st❡r ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭❧❛❜♦✉r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣✮ ❝❤❛♥❣❡ s♦ t❤❛t t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❛❜♦✉r s❤♦rt❛❣❡ ✐s t❛❦❡♥ ❝❛r❡ ♦❢✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
❛ s❤♦rt❛❣❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣✉ts ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛❣❡ s❤❛r❡ ❛♥❞ t❤✐s ❧❡❛❞s
t♦ ❧❛❜♦✉r✲s❛✈✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✹✳
❯s✐♥❣ ❛ ♣♦st✲❑❛❧❡❝❦✐❛♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧✱ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✵✱ ✷✵✶✷❛✱ ✷✵✶✷❜✱ ✷✵✶✹✮ ❡①❛♠✲
✐♥❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r✮ ♦♥ t❤❡
❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✺ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② r❡❣✐♠❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♥ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r
❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② r❡❣✐♠❡s ✐s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❍❡✐♥✬s ♠♦❞❡❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✐s
❛♥❛❧②s❡❞✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s
❡♥❞♦❣❡♥✐③❡❞ ❧❛t❡r ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② r❡❣✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤
✹❇❡②♦♥❞ t❤❡s❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❣❡✴♣r♦✜t s❤❛r❡✮✱
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ♦t❤❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ ♥❡♦✲
❙❝❤✉♠♣❡t❡r✐❛♥ ♣♦st✲❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ▲✐♠❛ ✭✷✵✵✵✮ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛r❦❡t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✳ ❇♦r✲
r♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡❛ ❢r♦♠ ❙❝❤✉♠♣❡t❡r ✭✶✾✶✷✱ ✶✾✹✷✮ ❤❡ ❛r❣✉❡s t❤❛t ❤✐❣❤❡r ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ✭❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥✮ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❣✐✈❡ ✜r♠s t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ s♣❡♥❞ ♦♥
✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡❛❦ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✮
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ✐♥♥♦✈❛t❡ ❛s ✜r♠s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣♦✇❡r ❢❡❡❧ ❧❡ss t❤r❡❛t❡♥❡❞
❜② t❤❡✐r r✐✈❛❧s✳ ❙♦✱ ❛s ❤❡ s❛②s✱ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ ♠❛r❦❡t
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳
▲❛t❡r ♦♥✱ ✐♥ ❛ ♣♦st✲❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠❛❝r♦✲♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤✱ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
▲✐♠❛ ✭✷✵✵✹✮ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡ r❛t❡
♦❢ ❧❛❜♦✉r✲s❛✈✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❜② ✜r♠s ❞❡♣❡♥❞s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ✐♥❝♦♠❡✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❧❛②s t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ❛s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ✐♥♥♦✈❛t❡ ❛♥❞
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s♦✉r❝❡ ✭❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✮ ♦❢ ❢✉♥❞s ❢♦r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✳ ❆t ❛ ❧♦✇
❧❡✈❡❧ ♦❢ ✇❛❣❡ s❤❛r❡✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢✉♥❞ t♦ ✐♥♥♦✈❛t❡ ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s
t♦ ✐♥♥♦✈❛t❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✇❛❣❡ s❤❛r❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r
✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❤✐❣❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢✉♥❞s ✐s ❧♦✇✳ ■t ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✇❛❣❡
s❤❛r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠✉♠✳
✺■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✱ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✵✱ ✷✵✶✷❛✱ ✷✵✶✷❜✱ ✷✵✶✹✮ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❛❣❣r❡✲
❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❤❡ ✜①❡s t❤❡ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
❣r♦✇t❤ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❧❡✈❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② r❡❣✐♠❡ ❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡s t❤❡ ❧❛❜♦✉r
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤✳
✹
❜♦t❤ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✻
✭❛♥❞ ❛ r✐s❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r✮ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ r❡❣✐♠❡s ✐s ❞❡r✐✈❡❞✳
❚r✐❞✐❝♦ ❛♥❞ P❛r✐❜♦♥✐ ✭✷✵✶✽✮ ✉s❡ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥
❝❛✉s❡s ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❧♦✇❞♦✇♥ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡②
✜rst ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✼ ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤❡r ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙②❧♦s✲▲❛❜✐♥✐✬s ❡q✉❛t✐♦♥✽ t❤❡② ✜♥❞ t❤❡ ❧❛❜♦✉r
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ r❛t❡ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ●❉P
❛♥❞ t❤❡ ✇❛❣❡ s❤❛r❡ ✇❤❡r❡❛s ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜♦t❤ ❤❛✈❡
❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ✐t✳
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r ✐s ♠♦st ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❤❛❞✉r✐
❛♥❞ ▼❛r❣❧✐♥ ✭✶✾✾✵✮✱ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮ ❛ss✉♠❡s ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧②
✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❡①♣❡❝t❡❞ s❛❧❡s ❛♥❞ ❜② t❤❡ ♣r♦✜t s❤❛r❡ ❛s ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t r❛t❡✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦✜ts ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❢✉♥❞s ❛♥❞ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝ts ✐♥✈❡st♠❡♥t
❞❡♠❛♥❞✳ ❍❡ ❛❧s♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡✲
t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ■♥ ❤✐s ♦✇♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳ ✏❙✐♥❝❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐s ❡♠❜♦❞✐❡❞ ✐♥ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ ✐t ✇✐❧❧ st✐♠✉❧❛t❡
✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❋✐r♠s ❤❛✈❡ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ♥❡✇ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛♥❞ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❣❛✐♥ ❢r♦♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ t❤❛t ✐s ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✑
✭♣♣✳ ✹✽✷✮✳
❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r✱ ❛s ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮ ♣♦✐♥ts ♦✉t✱ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❛❝❝✉✲
♠✉❧❛t✐♦♥ r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❋✐rst✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❵♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬✾
✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❵✐♥t❡r♥❛❧ ✜♥❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬✱✶✵ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
✻■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ❵s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✬ ❛s ✇❡❧❧✳
❙♦ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ s❡♣❛r❛t❡❧② ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ❵s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✬✳
✼❚❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ❧❛❜♦✉r ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❵s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✬ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝ts
♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳
✽❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙②❧♦s ▲❛❜✐♥✐ ✭✶✾✾✾✮✱ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♠❛✐♥❧②
♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ●◆P ✭●r♦ss ◆❛t✐♦♥❛❧ Pr♦❞✉❝t✮✱ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ✇❛❣❡ s❤❛r❡✱
❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❡❛♣♥❡ss ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♦✈❡r ❝❛♣✐t❛❧✳
✾❵❙❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✬ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♠❛♥❛❣❡rs✬ ✭❤❡r❡ ✜r♠s✬✮ t♦ s❤✐❢t t❤❡✐r ♣r❡❢❡r✲
❡♥❝❡ ❢r♦♠ r❡t❛✐♥✐♥❣ ♣r♦✜t ❛♥❞ r❡✐♥✈❡st✐♥❣ ✐t t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ t♦
❞♦✇♥s✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜♦✉r ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜t t♦ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs✳ ✏❚❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r
❣r♦✇t❤✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉✛❡rs✱ t♦♦✑ ✭❍❡✐♥ ❀
✷✵✶✷❜✱ ♣♣✳ ✸✾✮✳ ❚❤✐s r♦✉t❡ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ✇♦r❦s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❵♣r❡❢❡r❡♥❝❡
❝❤❛♥♥❡❧✬✳
✶✵❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❵s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✬✱ ✜r♠s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ ❛ ❤✐❣❤❡r s❤❛r❡
♦❢ ♣r♦✜t t♦ t❤❡ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r r❡t❡♥t✐♦♥ r❛t✐♦✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✏✐♥t❡r♥❛❧
♠❡❛♥s ♦❢ ✜♥❛♥❝❡ ❢♦r r❡❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♥✈❡st ❤❡♥❝❡ s✉✛❡rs✑
✺
❡✛❡❝t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❆♥❞ t❤✐r❞✱ t❤❡ ❵❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✬✶✶ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦
❤❛s ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛
r✐s❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ❵❡①♣❛♥s✐✈❡✬ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r
♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦r ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❵❝♦♥tr❛❝t✐✈❡✬ ✐✳❡✳ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥
s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ✇✐❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ r❛t❡✶✷✳
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ❤❛s ❛
❞✐r❡❝t ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t
✈✐❛ t❤❡ ♣r♦✜t s❤❛r❡✳ ❙♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ♦♥
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳
■❢ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② r❡❣✐♠❡ ❜♦t❤ ❛r❡ ❡①♣❛♥s✐✈❡✱ ✇✐t❤ ❛ r✐s❡ ✐♥ s❤❛r❡✲
❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r✱ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❡①♣❛♥s✐✈❡ r❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐✳❡✳ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ❜♦t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ r✐s✐♥❣ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r
♣♦✇❡r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ ❜♦t❤ t❤❡ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ❝♦♥tr❛❝t✐✈❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❣✐♠❡ ✇✐❧❧
❜❡ ❝♦♥tr❛❝t✐✈❡ t♦♦✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② r❡❣✐♠❡ ✐s
❡①♣❛♥s✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦✱
✇❡ ♠❛② ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❡①♣❛♥s✐✈❡ r❡❣✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡
❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② str♦♥❣ t❤❡♥ ✇❡ ♠❛② ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥tr❛❝t✐✈❡
r❡❣✐♠❡✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
r❡❣✐♠❡ ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r t♦♦ str♦♥❣ ♥♦r t♦♦ ✇❡❛❦ t❤❡♥ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❣✐♠❡
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐✳❡✳ ❛ s❧♦✇ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢❛st ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤
♠❛② ❝♦✲❡①✐st✳ ❊①❛❝t❧② ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✐s
❡①♣❛♥s✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② r❡❣✐♠❡ ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐✈❡✳
✭❍❡✐♥❀ ✷✵✶✷❜✱ ♣♣✳ ✸✾✮✳ ❚❤✐s r♦✉t❡ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ✇♦r❦s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛s
❵✐♥t❡r♥❛❧ ✜♥❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s r❡♥t✐❡rs✬ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ♣r♦♣❡♥s✐t② t♦ ❝♦♥s✉♠❡✱ t❤❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞ r✐s❡s✳ ❙♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳
✶✶❚❤❡ r♦✉t❡ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ✭❜❡✲
t✇❡❡♥ ✇❛❣❡ s❤❛r❡ ❛♥❞ ♣r♦✜t s❤❛r❡✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❵❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✬✳
✶✷❲❤❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✭❜② ❍❡✐♥✮ ❛s ❵❡①♣❛♥s✐✈❡✬ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢
❛ r✐s❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ✐t
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛s ❵❝♦♥tr❛❝t✐✈❡✬ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r
♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛s ❛♥ ❵❡①♣❛♥s✐✈❡✬ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❛s t❤❡ ❵❝♦♥tr❛❝t✐✈❡✬ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② r❡❣✐♠❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡
r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛r❡ ✜rst ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧②✳ ❚❤❡♥ ❢♦r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r
♦♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳
✻
❍❡✐♥ ✭✷✵✶✵✱ ✷✵✶✷❛✱ ✷✵✶✷❜✱ ✷✵✶✹✮ ✐s t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s
♦♥❧② ❝♦♥tr✐❜✉t♦r ❢♦r t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❤♦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥
♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ✭♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✮ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝✲
t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✵✱ ✷✵✶✷❛✱ ✷✵✶✷❜✱ ✷✵✶✹✮ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❛ ❢❡✇ ❞✐st✐♥❝t
❢❡❛t✉r❡s✳
❋✐rst✱ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t ✐❢ ❵s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✬ ❣♦❡s t♦♦
❢❛r✱ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐t ♦♥ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❤✐s ❜❛s✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ❵s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✬ ❛♥❞ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s
t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♦♥❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜② ✐♥❝♦r✲
♣♦r❛t✐♥❣ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ t✇♦ t❤❛t
❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛♥❞ ♦♣❡♥s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✲
✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡
❢♦r t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤✐s✱ ✐♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ ✐s ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❯❙ ❡❝♦♥♦♠② ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❢r❛❣✐❧❡ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡
❢♦r t❤❡ ❧❛st s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝❛❞❡s✳
❙❡❝♦♥❞✱ s♦ ❢❛r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝❛♣t✉r❡s ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ❡①♦❣❡✲
♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❛t
✈❡r② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ tr② t♦ ❡①✲
♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤✐s ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐ts❡❧❢ ❡✈♦❧✈❡s t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡ ✭✐♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s ✇❡ ❛r❡ tr②✐♥❣ t♦ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ t❤✐s ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣
r✉♥✮✳ ❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ✉♥st❛❜❧❡
s✉❜s②st❡♠ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠✳ ❲❡ s❤♦✇
t❤❛t ❛ ❧♦✇❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ r❡str✐❝t✐✈❡♥❡ss ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ ♣r♦♣❡rt②
r✐❣❤ts✱ ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ✜r♠s
❛r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢♦r st❛❜✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♣♦❧✐❝② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✇❡❧❧✳
❚❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ s❡ts ✉♣ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❛ s❤♦rt r✉♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ✇❤❡r❡ ✇❡
❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹
✼
t❛❧❦s ❛❜♦✉t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s t❤❛t ♠❛② ❛r✐s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
♦❢ ❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥
✺ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ♦✛❡rs s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s✳
✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧
❖✉r s❤♦rt r✉♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛
s✐♠♣❧❡ ♦♥❡✲s❡❝t♦r✱ ❝❧♦s❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✱ ♣♦st✲❑❛❧❡❝❦✐❛♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✇♦r❦❡rs✱ r❡♥t✐❡rs✱ ❛♥❞ ✜r♠s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥
♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ♦♥❧② ❧❛❜♦✉r s❛✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✲❡♠❜♦❞✐❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡
♣r❡✈❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ t❤✉s ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐♥
♦✉t♣✉t✲❧❛❜♦✉r r❛t✐♦ ♦r ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② (a = Y/L)✶✸ ✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t②
✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ (u) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❛❝t✉❛❧ r❡❛❧ ♦✉t♣✉t t♦ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳ ❆s
❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐s ✜①❡❞✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦✉t♣✉t✲❝❛♣✐t❛❧
r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝ ✐♥ ♥❛t✉r❡ ✇❤❡r❡ ♣r✐❝❡ (p) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❛r❦✲✉♣
♦♥ ♣r✐♠❡ ❝♦st✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛✇❛② t❤❡ ❝♦st ♦❢ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞
♦✈❡r❤❡❛❞ ❝♦st ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❧❛❜♦✉r ❝♦st ❛s t❤❡ ♦♥❧② ❝♦st ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❙♦ ♣r✐❝❡
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s
p = [1 +m(Ω)]
WL
Y
⇒ p = [1 +m(Ω)]
W
a
; m > 0,
∂m
∂Ω
≥ 0 ✭✷✳✶✮
m ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ r❛t❡ ❛♥❞ a = Y
L
✐s ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚♦t❛❧ ✇❛❣❡
s❤❛r❡ ❡q✉❛❧s t♦ WL
pY
= ω
a
✱ ✇❤❡r❡ ω ✐s r❡❛❧ ✇❛❣❡ r❛t❡✳ Ω r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❡✈❡❧
♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡✱ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦♥❧②✱ t❤❛t
Ω ∈ (0, 1).
✶✸❚❤❡ ❝❛♣✐t❛❧✲❧❛❜♦✉r r❛t✐♦ (k = K/L) ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ❛s ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧✲♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t r❛t✐♦ (v = K/Y P ) r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❇❛s✐❝❛❧❧② ✇❡
❛ss✉♠❡ ❛ ❍❛rr♦❞✲♥❡✉tr❛❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ ❛s ✐♥ ❘♦✇t❤♦r♥ ✭✶✾✽✶✮ ❛♥❞ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✵✱ ✷✵✶✷❛✱
✷✵✶✷❜✱ ✷✵✶✹✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ❛r❡ ✉s❡❞
✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧②✳
✽
❙♦✱ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t ✐s pi = (1 − ω
a
)✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t♦t❛❧
♣r♦✜t t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❛s ✇❡❧❧ ✐✳❡✳
pi =
R
pY
=
m
1 +m
;
∂pi
∂Ω
≥ 0 ✭✷✳✷✮
❚❤❡ ♠❛r❦✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✜t s❤❛r❡ ❜♦t❤ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ✈✐s✲à✲✈✐s ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❧❛❜♦✉r❡rs✶✹✳ ❆ r✐s❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r
♣♦✇❡r ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠❡r❣❡rs✱ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❤♦st✐❧❡ t❛❦❡♦✈❡rs✮ ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡t ❛♥❞ t❤❡ ❵❞♦✇♥s✐③❡ ❛♥❞
r❡❞✐str✐❜✉t❡✬ str❛t❡❣② ♦❢ ✜r♠s ❧♦✇❡rs t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❧❛❜♦✉r ✉♥✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t✳ ❚❤✉s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ (Ω)
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❛r❦✉♣ ✐♥ ✜r♠s✬ ♣r✐❝✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t✶✺
✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✮✳ ❘❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t ❛♥❞
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s
r =
R
K
= piu ✭✷✳✸✮
❆ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ ♣r♦✜t ✐s r❡t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜r♠s (RF ) ❛♥❞ t❤❡ r❡st ✐s ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ❛s ❞✐✈✐❞❡♥❞s ✭♣❛✐❞ ♦♥ ❡q✉✐t② ❤❡❧❞ ❜② r❡♥t✐❡rs (RDiv)✮ ❛♥❞ ❛s ✐♥t❡r❡st
♣❛②♠❡♥t ✭♣❛✐❞ ♦♥ ❞❡❜t t♦ t❤❡ r❡♥t✐❡rs (RInt)✮✳ ❚❤✉s t♦t❛❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦✜t
(RR) ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ r❡♥t✐❡rs✳ ❚❤✐s ❛r❣✉✲
♠❡♥t ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s
R = RF +RInt +RDiv = RF +RR ✭✷✳✹✮
❉✐✈✐❞✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡
♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✇❡ ❣❡t r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t ❛s ❛ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠s✬ r❡t❛✐♥❡❞ ♣r♦✜t
r❛t❡ (rF ) ❛♥❞ r❡♥t✐❡rs✬ ♣r♦✜t r❛t❡ (rR) ✐✳❡✳
r = rF + rR ✭✷✳✺✮
rR =
RR
K
;
∂rR
∂Ω
> 0 ✭✷✳✻✮
✶✹ ∂pi
∂Ω =
∂pi
∂m
∂m
∂Ω =
1
(1+m)2
∂pi
∂Ω ≥ 0.
✶✺❋♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♠❛r❦✉♣✱ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜ts
❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦✜ts s❡❡ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛❀ ♣♣✳ ✹✽✵✮✳
✾
rF =
RF
K
✭✷✳✼✮
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ r✐s❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ❧❡❛❞s t♦
❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡♥t✐❡rs✬ ♣r♦✜t r❛t❡✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ t♦t❛❧
r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❛♣✐t❛❧✲♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t r❛t✐♦✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦✉r✱ ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛ r✐s❡ ✐♥
t❤❡ r❡♥t✐❡rs✬ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✜r♠s✬ ♣r♦✜t r❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ✐s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r②
❧✐tt❧❡ s❝♦♣❡ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t t♦ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣
❝♦♥tr❛❝t✐✈❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦✜t r❛t❡ ✭r✮✶✻✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ r✐s❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r (Ω) ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡♥t✐❡rs✬ ♣r♦✜t
r❛t❡ (rR)✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✵✱ ✷✵✶✷❛✱ ✷✵✶✷❜✱ ✷✵✶✹✮✱
t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✶✼✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ ✇♦r❦❡rs s♣❡♥❞ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦♥❧②✮
♦♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ (sr) ♦❢ r❡♥t✐❡rs✬ ✐♥❝♦♠❡ ✐s s❛✈❡❞✳ ❙♦ t♦t❛❧
s❛✈✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❛✈✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡
r❡t❛✐♥❡❞ ♣r♦✜t✮ ❛♥❞ t❤❡ s❛✈✐♥❣s ♦❢ t❤❡ r❡♥t✐❡rs ✐✳❡✳
S = RF + srR
R = R−RR + srR
R = R− (1− sr)R
R ✭✷✳✽✮
◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦
②✐❡❧❞s✱
S
K
= σ = piu− (1− sr)r
R ✭✷✳✾✮
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮ ❛♥❞ ❇❤❛❞✉r✐✲▼❛r❣❧✐♥ ✭✶✾✾✵✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t
❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❡①♣❡❝t❡❞ s❛❧❡s ✭✐✳❡✳ ❜② t❤❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ♣r♦✜t s❤❛r❡ ❛s ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t r❛t❡✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦✜ts ✭✐✳❡✳ ❞✐✈✐❞❡♥❞s ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st ♣❛②♠❡♥ts
✶✻❚❤❛t ✐s ❛ r✐s❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ♣r♦✜t s❤❛r❡✱ ❤❡r❡ ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡
❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦✛s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♥❞ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t✳
✶✼❲❡ ❛ss✉♠❡ ∂r
R
∂pi
= 0. ❙♦ ∂r
∂pi
= ∂r
F
∂pi
= u✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜rst✱ ✐♥t❡r❡st ♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ r❡♥t✐❡rs ✭✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡
♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❞❡❜t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜r♠s t♦ r❡♥t✐❡rs✮ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t✳ ❙❡❝♦♥❞✱
✜r♠s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t♦ ♣❛② ❛s ❞✐✈✐❞❡♥❞ ✜rst ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❥✉st t❤❡✐r ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞s
✭r❡t❛✐♥❡❞ ❡❛r♥✐♥❣s✮ ❢♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣✉r♣♦s❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❆s ❇r❛✈ ❡t✳ ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ s❛② ✏✳✳t❤❡r❡
✐s ♥♦t ♠✉❝❤ r❡✇❛r❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐✈✐❞❡♥❞s ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❡♥❛❧t②
❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✳✑ ❆♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡s ♦♥❧② ✇❤❡♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♥❞
s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡❛r♥✐♥❣s ❛r❡ t❤❡r❡✳ ▼❛♥❛❣❡rs ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t r❡❛❞② t♦ s❡❧❧ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡
◆P❱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❥❡❝ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✳
✶✵
t♦ r❡♥t✐❡rs✮✱ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞s✱ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t t❤❡
✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞ ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐t ✐♠♣♦s❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss
t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞s à ❧❛ ❑❛❧❡❝❦✐ ✭✶✾✸✼✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
✐♥✈❡♥t✐♦♥s ♦❢ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛❧s♦ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■❢ ✜r♠s ✇❛♥t t♦ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ✭❞✉❡
t♦ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✮✱ ✜r♠s ❤❛✈❡ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ♥❡✇ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛♥❞
❡q✉✐♣♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✏✜r♠s ❤❛✈❡ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ♥❡✇ ♠❛❝❤✐♥❡s
❛♥❞ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ t❤❛t ✐s ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❜② ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✶✽✑✳ ❙♦✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
I
K
= g = α0+α1u+α2pi−α3r
R+α4λ; α0, α1, α2, α3, α4 > 0;
∂α0
∂Ω
< 0,
∂rR
∂Ω
> 0
✭✷✳✶✵✮
❍❡r❡ λ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦r t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦✲
❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❙♦ λ = a˙
a
= aˆ.
■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ✈✐s✲
à✲✈✐s ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢✉♥❞s ❢♦r r❡❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t t❤r♦✉❣❤
❵✐♥t❡r♥❛❧ ✜♥❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬ ❛♥❞ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✬s ❵❛♥✐♠❛❧ s♣✐r✐ts✬ t❤r♦✉❣❤
❵♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ∂r
R
∂Ω
> 0 ❛♥❞ ∂α0
∂Ω
< 0 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱
g = σ
⇒ α0 + α1u+ α2pi − α3r
R + α4λ = piu− (1− sr)r
R
⇒ u⋆ =
(α0 + α2pi + α4λ) + (1− sr − α3)r
R
(pi − α1)
✭✷✳✶✶✮
❑❡②♥❡s✐❛♥ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡✲
♠❛♥❞ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ t♦ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❛✈✐♥❣s
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞✱ ✐✳❡✳ pi > α1. ▲❡t✬s ❛ss✉♠❡
t❤❡ ❑❡②♥❡s✐❛♥ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❋♦r ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛✲
♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ♠✉st ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐✳❡✳
(α0+α2pi+α4λ)+(1−sr−α3)r
R > 0✳ ❲❤❡♥ (1−sr−α3) > 0 t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✐s
✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ω✳ ❇✉t ✐❢ (1−sr−α3) < 0 t❤❡♥ ❢♦r t❤❡
♥✉♠❡r❛t♦r t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ω✱ α0+α2pi+α4λ >
∣∣(1−sr−α3)∣∣rR ✐s
r❡q✉✐r❡❞✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
❢r♦♠ ✭✷✳✶✶✮ t♦ ✭✷✳✶✵✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉✲
✶✽❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮✳
✶✶
❧❛t✐♦♥ ❛s
g⋆ = α0 + α1u
⋆ + α2pi − α3r
R + α4λ
⇒ g⋆ =
pi(α0 + α2pi + α4λ) + [α1(1− sr)− α3pi]r
R
(pi − α1)
✭✷✳✶✷✮
▲❡♠♠❛ ✶✳ (1− sr − α3) < 0→ [α1(1− sr)− α3pi] < 0
Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ (1− sr − α3) < 0. (1− sr − α3) < 0 ❛♥❞ (pi − α1) > 0 ✐♠♣❧✐❡s
α1(1− sr) < α1α3 < α3pi ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s [α1(1− sr)− α3pi] < 0.
▲❡♠♠❛ ✷✳ [α1(1− sr)− α3pi] > 0→ (1− sr − α3) > 0.
Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ [α1(1−sr)−α3pi] > 0. [α1(1−sr)−α3pi] > 0 ❛♥❞ (pi−α1) > 0
✐♠♣❧✐❡s α1(1− sr) > α3pi > α1α3 ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s (1− sr − α3) > 0.
◆♦✇ ❧❡t✬s ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ♦r ♣r♦✜t✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞
r❡❣✐♠❡✳ P❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ✇✳r✳t✳ pi ②✐❡❧❞s
∂u⋆
∂pi
= −
{
(α0 + α1α2 + α4λ) + (1− sr − α3)r
R
(pi − α1)2
}
✭✷✳✶✸✮
◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ (1 − sr − α3) > 0✱ ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦♣❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ r❡♥t✐❡rs ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r
✉♥✐t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡♥t✐❡rs✬ ♣r♦✜t r❛t❡✮ ∂u
⋆
∂π
✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐❢
(1− sr − α3) < 0,
∂u⋆
∂π
R 0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡t❤❡r
∣∣1− sr − α3∣∣ R α0+α1α2+α4λrR .
❚❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤✐s✳ ❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ✇✳r✳t✳ pi ✇❡ ❣❡t✱
u⋆ + (pi − α1)
∂u⋆
∂pi
= α2
⇒
∂u⋆
∂pi
=
α2 − u
⋆
(pi − α1)
✭✷✳✶✹✮
❙♦ ∂u
⋆
∂π
R 0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡t❤❡r α2 R u⋆ ✐✳❡✳ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥
❛ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ♦r ♣r♦✜t✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ α2.
✶✷
❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ g⋆ ✇✳r✳t✳ pi ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ✇❡ ❣❡t✱
∂g⋆
∂pi
=
(α2pi − α1u
⋆)
(pi − α1)
✭✷✳✶✺✮
❙♦ ∂g
⋆
∂π
R 0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡t❤❡r α2pi R α1u⋆.
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✳
Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✳ ❙♦ ❢r♦♠ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮✱ α2 > u
⋆. α2 > u
⋆ ❛♥❞ (pi − α1) > 0 t♦❣❡t❤❡r ✐♠♣❧② α2pi > piu
⋆ >
α1u
⋆ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ❆ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✳
Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✳ ❙♦ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✶✺✮✱ α2pi < α1u
⋆. α2pi < α1u
⋆ ❛♥❞ (pi − α1) > 0 t♦❣❡t❤❡r ✐♠♣❧② α2 < u
⋆
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢❛st❡r r❛t❡ ♦❢ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦✉r s❛✈✐♥❣ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✇❡❛❦❡♥s
t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✳ ❏✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❊❧❧✐s ❛♥❞ ❙♠✐t❤ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆s ❊❧❧✐s ❛♥❞ ❙♠✐t❤ ✭✷✵✵✼✮ ♣♦✐♥ts ♦✉t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❍♦r♥st❡✐♥ ❡t✳ ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡❛r❝❤ ❢r✐❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t✱
❛ ❢❛st❡r r❛t❡ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜s♦❧❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉tt②✲❝❧❛② ❝❛♣✐t❛❧ ❝❛♥ r❛✐s❡ t❤❡
s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❢❛st❡r r❛t❡ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ♥❡✇ ❝❛♣✐t❛❧ ❣♦♦❞s ❜❡❝♦♠❡
♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ t♦ ✜r♠s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✜r♠s ✇❛♥t t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ❝❛♣✐t❛❧
❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✜r♠s ✇❛♥t t♦ ✉s❡ t❤❡
♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦♣t✐♠❛❧❧②✱ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♣✉tt②✲❝❧❛② ❝❛♣✐t❛❧✮ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡
❢r❡q✉❡♥t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✜r♠s✬ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❆s t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t
❝❤✉r♥ ❡① ❛♥t❡✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ❛♥❞
✇♦r❦❡rs✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞s✱ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♥♦✇ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②
t♦ ❧♦s❡ t❤❡✐r ❥♦❜s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ✜r♠s ✈✐s✲❛✲✈✐s ✇♦r❦❡rs
r✐s❡s✳
❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② r❛✐s❡s
t❤❡ ♣r♦✜t s❤❛r❡ ✐✳❡✳ ∂π
∂λ
> 0✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ∂π
∂λ
✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ∂π
∂Ω
❛♥❞ ∂r
R
∂Ω
❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ∂α
∂Ω
✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✶✾✳
✶✾❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❋♦♦t♥♦t❡ ✷✼
✶✸
❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ✶✾✼✵s✱ r❡❛❧ ✇❛❣❡ r❛t❡ ❤❛s ♥♦t ❣r♦✇♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❡ ❛s ❧❛❜♦✉r
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❯❙ ❡❝♦♥♦♠② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❄❄✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❛❣❡ s❤❛r❡ ω
a
❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜t s❤❛r❡
✭pi = (1− ω
a
)✮✳ ❚❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ∂π
∂a
> 0 ✐✳❡✳ ❛ r✐s❡ ✐♥ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
✐♥❝r❡❛s❡s ♣r♦✜t s❤❛r❡✳ ❆s λ = a˙
a
✱ a = eλt✳ ❚❤✉s ∂π
∂λ
= ∂π
∂a
∂a
∂λ
= ∂π
∂a
teλt ✇❤✐❝❤ ✐s
♣♦s✐t✐✈❡✳
◆♦✇ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭✐✳❡✳
❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✮ ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷ ✫ ✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✱ ❛ r✐s❡
✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡
❞❡♠❛♥❞ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞
∂u⋆
∂λ
R 0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡t❤❡r α4 R
∣∣(α2 − u⋆)∂π∂λ ∣∣✳
Pr♦♦❢✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇✳r✳t✳
λ ②✐❡❧❞s
∂u⋆
∂λ
=
α4 + (α2 − u
⋆)∂π
∂λ
(pi − α1)
■♥ ❛ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ (α2 − u
⋆) > 0 ❛♥❞ s♦ ∂u
⋆
∂λ
✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧②
♣♦s✐t✐✈❡✳ ❇✉t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞
∂u⋆
∂λ
R 0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡t❤❡r α4 R
∣∣(α2 − u⋆)∂π∂λ ∣∣✳
❆ ✉♥✐t r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s
t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞ ❜② α4 ❛♠♦✉♥t ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐t ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡
s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡s❡ t✇♦
❝❤❛♥♥❡❧s r❡✐♥❢♦r❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ♣♦s✐✲
t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡
❞❡♠❛♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡s❡
t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇♦r❦ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s
r❡s✉❧t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡
❞❡♠❛♥❞✳ ■❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦✲
❞✉❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐t
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳
✶✹
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✱ ❛ r✐s❡ ✐♥
t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s
❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ ∂g
⋆
∂λ
R 0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡t❤❡r α4pi R
∣∣(α2pi − α1u⋆)∂π∂λ ∣∣✳
Pr♦♦❢✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ λ
②✐❡❧❞s
∂g⋆
∂λ
=
α4pi + (α2pi − α1u
⋆)∂π
∂λ
(pi − α1)
■♥ ❛ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ (α2pi−α1u
⋆) > 0 ❛♥❞ s♦ ∂u
⋆
∂λ
✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♣♦s✲
✐t✐✈❡✳ ❇✉t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡
✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ ∂g
⋆
∂λ
R 0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡t❤❡r α4pi R
∣∣(α2pi − α1u⋆)∂π∂λ ∣∣✳
❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢
❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t t❤r♦✉❣❤ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦✲
❞✉❝t✐✈✐t② ❡♥❤❛♥❝❡s s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❆s
❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦♥
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡
❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡s❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts ✭❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t✮
✇♦r❦ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s r❡s✉❧t✳
■❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦❢ ✐t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t✱ t❤❡
❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳
◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧
❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ❣r♦✇t❤
r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮✳ ❖♥ t❤❡
❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ✇❛❣❡✲
❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❣❡t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts
❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s
t❤❡ ♣r♦✜t s❤❛r❡✳
✶✺
◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭♦r ❛
r✐s❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r✮ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮
✇✳r✳t✳ Ω ✇❡ ❣❡t✱
∂pi
∂Ω
u⋆ + (pi − α1)
∂u⋆
∂Ω
=
∂α0
∂Ω
+ α2
∂pi
∂Ω
+ (1− sr − α3)
∂rR
∂Ω
⇒
∂u⋆
∂Ω
=
−︷︸︸︷
∂α0
∂Ω
+
+/−︷ ︸︸ ︷
(α2 − u
⋆)
∂pi
∂Ω
+
+/−︷ ︸︸ ︷
(1− sr − α3)
∂rR
∂Ω
(pi − α1)
✭✷✳✶✻✮
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
✈✐❛ t❤❡ ❵♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬✱ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ∂α0
∂Ω
✱ ✐s
♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ❵✜♥❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬✱ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜②
t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
r❡♥t✐❡rs✬ ♣r♦♣❡♥s✐t② t♦ s❛✈❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✜r♠s✬ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐✲
s✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦✜ts✳ ❍✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥t✱ ❧♦✇❡r
✐s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞s ❢♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤✐❣❤❡r ❞✐✈✐❞❡♥❞
♣❛②♠❡♥ts✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥❝r❡❛s❡s r❡♥t✐❡rs✬ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❵✜♥❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬ ✐s ❤❡♥❝❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞
t❡r♠✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❵❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✬✱ ✐s ❛❧s♦ ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ♦r t❤❡ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡s ❝❛♥
♣r❡✈❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱
t❤❡ ❵❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✬ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦✜t✲❧❡❞
❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡ ❵❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✬ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ((1− sr − α3) < 0)∧
(∣∣1− sr − α3∣∣ < α0+α1α2+α4λrR ) −→ ∂u⋆∂Ω <
0
Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ (1−sr−α3) < 0 ❛♥❞
∣∣1−sr−α3∣∣ < α0+α1α2+α4λrR .●✐✈❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✶✸✮✱ t❤❡s❡ t✇♦ t♦❣❡t❤❡r ✐♠♣❧② ∂u
⋆
∂π
< 0 ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✭❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥✭✷✳✶✹✮✮
(α2 − u
⋆) < 0. ❙♦✱ ∂α0
∂Ω
< 0, (α2 − u
⋆) < 0, ∂π
∂Ω
> 0, (1− sr − α3) < 0✱
∂rR
∂Ω
> 0
❛♥❞ (pi − α1) > 0 t♦❣❡t❤❡r ✐♠♣❧②
∂u⋆
∂Ω
t♦ ❜❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✳
❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t ✇❤❡♥ (1−sr−α3) < 0 ❛♥❞ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥
t❤❡ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ✭✐✳❡✳ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✮
✶✻
✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ✭♦r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ((1− sr − α3) > 0) ∧
(
(1− sr − α3) >
−
∂α0
∂Ω
−(α2−u⋆)
∂π
∂Ω
∂rR
∂Ω
)
−→
∂u⋆
∂Ω
> 0
Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ (1 − sr − α3) > 0✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
∂u⋆
∂π
< 0 ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✭❢r♦♠
❡q✉❛t✐♦♥✭✷✳✶✹✮✮ (α2 − u
⋆) < 0. ◆♦✇ ✐❢ (1 − sr − α3) >
−
∂α0
∂Ω
−(α2−u⋆)
∂π
∂Ω
∂rR
∂Ω
t❤❡♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮ ②✐❡❧❞s ∂u
⋆
∂Ω
> 0.
❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ (1−sr−α3) > 0 ✭✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ t❤❡ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✮✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r
✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ✭♦r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ (1− sr − α3) >
−
∂α0
∂Ω
−(α2−u⋆)
∂π
∂Ω
∂rR
∂Ω
❤♦❧❞s✳
❚❤❛t ♠❡❛♥s ✐❢ t❤❡ ❵✜♥❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❤❡r❡✮ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱
✐t ❝❛♥ ♦✈❡r❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❞❡♣r❡ss✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦t❤❡r t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
❆❧t❤♦✉❣❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✱ ✹ ❛♥❞ ✺ ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮✳
◆♦✇ ❧❡t✬s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❝❝✉♠✉✲
❧❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮ ✇✳r✳t✳ Ω
✇❡ ❣❡t✱
g⋆
∂pi
∂Ω
+ (pi − α1)
∂g⋆
∂Ω
= (α0 + α2pi + α4λ)
∂pi
∂Ω
+ pi(
∂α0
∂Ω
+ α2
∂pi
∂Ω
)
+ [α1(1− sr)− α3pi]
∂rR
∂Ω
− α2r
R ∂pi
∂Ω
⇒
∂g⋆
∂Ω
=
−︷ ︸︸ ︷
pi
∂α0
∂Ω
+
+/−︷ ︸︸ ︷
[α1(1− sr)− α3pi]
∂rR
∂Ω
+
+/−︷ ︸︸ ︷(
α2pi − α1u
⋆
(pi − α1)
)
∂pi
∂Ω
(pi − α1)
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ❵♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬✱ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛♣✲
t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ pi ∂α0
∂Ω
✱ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛
t❤❡ ❵✜♥❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬✱ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉✲
♠❡r❛t♦r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡♥t✐❡rs✬ ♣r♦♣❡♥s✐t② t♦
✶✼
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ u⋆, g⋆ ❛♥❞ r⋆
pi λ Ω
u⋆ ✰✴✲ ✰✴✲ ✰✴✲
g⋆ ✰✴✲ ✰✴✲ ✰✴✲
s❛✈❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✜r♠s✬ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦✜ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ❍✐❣❤❡r t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②✲
♠❡♥t ❧♦✇❡r t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞ ❢♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤✐❣❤❡r
❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥t✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥❝r❡❛s❡s r❡♥t✐❡rs✬ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞
t❤❛t ✐♥ t✉r♥ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ ❵✜♥❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬ ✐s ❤❡♥❝❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠✱ t❤❛t r❡♣✲
r❡s❡♥ts t❤❡ ❵❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✬✱ ✐s ❛❧s♦ ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❚❤✐s ❛♠❜✐❣✉✐t② ❡♠❡r❣❡s
s✐♥❝❡ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ ✭✇❛❣❡✲❧❡❞ ♦r ♣r♦✜t✲❧❡❞✮ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡
❡❝♦♥♦♠②✳
❆s ❛ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♦r ❵❡①♣❛♥s✐✈❡✬✮ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭✐✳❡✳ ❵❝♦♥tr❛❝t✐✈❡✬✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✻✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳
(
(1− sr) >
1
α1
[
−π
∂α0
∂Ω
−
(
α2π−α1u
⋆
(π−α1)
)
∂π
∂Ω
∂rR
∂Ω
+ α3pi
])
−→ ∂g
⋆
∂Ω
> 0
Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ (1 − sr) >
1
α1
[
−π
∂α0
∂Ω
−
(
α2π−α1u
⋆
(π−α1)
)
∂π
∂Ω
∂rR
∂Ω
+ α3pi
]
. ❚❤✐s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
(pi − α1) > 0 ✱ ✐♠♣❧✐❡s
∂g⋆
∂Ω
> 0.
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r ❡♥✲
s✉r❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦r ❛♥ ❵❡①✲
♣❛♥s✐✈❡✬ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✿ (i) ❛ ❧♦✇ ♣r♦♣❡♥s✐t② t♦ s❛✈❡ ♦✉t ♦❢ r❡♥t✐❡rs✬ ✐♥❝♦♠❡
(sr) (ii) ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦✜ts ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞s✮ ❢♦r
✜r♠s✬ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐✳❡✳ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ α3✱ (iii) ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧♦✇❡r
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❵♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬ ❢♦r ✜r♠s✬ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡
t♦ t❤❡ ❵✜♥❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬✱ ❛♥❞ (iv) ❛ ❤✐❣❤ r❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦✜t s❤❛r❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❵❝♦♥tr❛❝t✐✈❡✬ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡
♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ s❤♦rt r✉♥ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳
✶✽
✸ ▲♦♥❣ ❘✉♥
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
❛❧✇❛②s ❛tt❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s✐t✉✲
❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥
r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✳ ▲❡t✬s ✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
❝❤❛♥❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
λ˙ = θ[λd − λ]; θ > 0
λd = ξ0 + ξ1g + ξ2(ζΩ− Ω
2)− ξ3pi; ζ ∈ (0, 1); ξ0, ξ1, ξ2, ξ3 > 0 ✭✸✳✶✮
❙♦✱ λ˙ = θ[ξ0 + ξ1g + ξ2(ζΩ− Ω
2)− ξ3pi − λ] ✭✸✳✷✮
❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✷✵ ✈❛r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ✜r♠s ✭λd✮✱ ❛♥❞ t❤❡
❛❝t✉❛❧ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✱ λ✳ ❊✈❡r②t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ❜❡✐♥❣ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✇❤❡♥✲
❡✈❡r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❛t❡✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❛t❡ r✐s❡s✳
❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢
❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜t s❤❛r❡✳ ❇❡s✐❞❡ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✵✱
✷✵✶✷❛✱ ✷✵✶✷❜✱ ✷✵✶✹✮ t❤❡ ✜rst ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❑❛❧❞♦r ✭✶✾✺✼✱ ✶✾✻✶✱ ✶✾✻✻✮✱
❘♦✇t❤♦r♥ ✭✶✾✽✶✮✱ ❉✉tt ✭✶✾✾✵✮✱ ❚❛②❧♦r ✭✶✾✾✶✮✱ ▲❛✈♦✐❡ ✭✶✾✾✷✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞
t②♣❡ ✐♥ ❚❛②❧♦r ✭✶✾✾✶✮✱ ❈❛ss❡tt✐ ✭✷✵✵✸✮✱ ▲✐♠❛ ✭✷✵✵✹✮✱ ◆❛❛st❡♣❛❞ ✭✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞
❉✉tt ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✶✸✮✳ ❍❡r❡ ξ1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ❛ ✉♥✐t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ r❛t❡ ✇❤❡r❡❛s ξ3 ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r ✉♥✐t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✵✱ ✷✵✶✷❛✱ ✷✵✶✷❜✱ ✷✵✶✹✮ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s
❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❍❡✐♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s
♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ✭❏❡♥s❡♥✴ ▼❡❝❦❧✐♥❣
✶✾✼✻✮✱ ❤✐❣❤❡r ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♦✉ts ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❜② s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs✱ ✇❡❛❦❡r ❛❜✐❧✐t② ♦❢
✜r♠s t♦ ♦❜t❛✐♥ ♥❡✇ ❡q✉✐t② ✜♥❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ st♦❝❦ ✐ss✉❡s✷✶✱ ❤✐❣❤❡r t❤r❡❛t ♦❢ ❤♦s✲
t✐❧❡ t❛❦❡♦✈❡rs ✭▼❛♥♥❡ ✶✾✻✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✲♠❛r❦❡t✲♦r✐❡♥t❡❞ r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡s ✭❋❛♠❛ ✶✾✽✵✮ ♣✉s❤ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛t t❤❡✐r ❞✐s♣♦s❛❧
✷✵■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♠❡❛♥s r❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦✲
❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤✳
✷✶❇❡❝❛✉s❡ ✐❢ ✐t ❤❛♣♣❡♥s s❤❛r❡ ♣r✐❝❡s ❞❡❝r❡❛s❡✳
✶✾
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❆s ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✵✱ ✷✵✶✷❛✱ ✷✵✶✷❜✱ ✷✵✶✹✮ ❛r❣✉❡s✱ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝ts ♦♥ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡
❡❝♦♥♦♠②✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥✐t✐❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✵✱ ✷✵✶✷❛✱ ✷✵✶✷❜✱ ✷✵✶✹✮ ♣♦✐♥ts
♦✉t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❏❡♥s❡♥ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❘❛♣♣❛♣♦rt✭✷✵✵✺✮✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
✐♠♣❛❝t ♦♥ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐❢ ❵s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✬ ❣♦❡s t♦♦ ❢❛r✳
■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ s❤❛r❡ ❜✉②❜❛❝❦s ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♦✉ts ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✬s s❤♦rt✲t❡r♠✐s♠ ✉♥❞❡r✲
♠✐♥❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣❛✐♥s✳ ❙♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r
♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ♠❛② ❜❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❍❡✐♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② ❛ ❞✐✲
r❡❝t ❧✐♥❡❛r ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❙♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r t❤❡ ❯❙ ❡❝♦♥♦♠② ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▲❛③♦♥✐❝❦ ✭✷✵✶✹✮ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆s ❤❡ ♣♦✐♥ts ♦✉t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❊①①♦♥ ▼♦❜✐❧
s♣❡♥❞s ❛❜♦✉t ✩✷✶ ❜✐❧❧✐♦♥ ❛ ②❡❛r ♦♥ ❜✉②❜❛❝❦s✱ ✐t s♣❡♥❞s ✈✐rt✉❛❧❧② ♥♦ ♠♦♥❡② ♦♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② r❡s❡❛r❝❤✳ ■♥ ✷✵✶✸ ■♥t❡❧✬s ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♦♥ s❤❛r❡ r❡♣✉r❝❤❛s✐♥❣
✇❡r❡ ❛❧♠♦st ❢♦✉r t✐♠❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❵◆❛t✐♦♥❛❧ ◆❛♥♦✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② ■♥✐t✐❛t✐✈❡✬ ❜✉❞❣❡t
t❤❛t ✇❛s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❯❙ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥ ✷✵✵✶✳ ❙❛♠❡ ✐s t❤❡ st♦r② ❢♦r ❯❙
♣❤❛r♠❛❝❡✉t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛♥✐❡s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ s♣❡♥❞✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t ❢✉♥❞s ♦♥ ❘✫❉ t❤❡②
❛r❡ s♣❡♥❞✐♥❣ ♠♦r❡ ♦♥ s❤❛r❡ ❜✉②❜❛❝❦s✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝ts ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❡❝❤♥♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❆t ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r❡✈❛✐❧s ✇❤❡r❡❛s ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❞♦♠✐✲
♥❛t❡s✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✷✷✳ ξ2 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ t♦ (ζΩ−Ω2) ✉♥✐t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ξ2(ζ − 2Ω) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
❝❤❛♥❣❡ t♦ ❛ ✉♥✐t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳
ξ0 ✐s t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♣❛rt ♦❢ ❞❡s✐r❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧❧
❝❛t❝❤❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ g✱ Ω ❛♥❞ pi. ❖♥❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r ξ0 ❝❛♥
❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛♥②
✐♠♣❛❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♥♦r ✐s t❤❡r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✜r♠s✳ ❯♥❞❡r t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ st❛❣♥❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✐t✬s t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ✜r♠s t❤❛t ❧❡❛❞s t♦
✷✷◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ξ0✱ ξ1 ❛♥❞ ξ3 t♦ ❜❡ ③❡r♦ t❤❡♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧②
♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ λ
∣∣
λ˙=0
= ξ2(ζΩ−Ω
2) ❛♥❞ s♦ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♠♣❧✐❡s dλ
dΩ = ξ2(ζ − 2Ω) = 0 =⇒ Ω
0 = ζ2 . ❙♦ ∀Ω ∈ [0,Ω
0), dλ
dΩ > 0 ❛♥❞ ∀Ω ∈ (Ω
0, 1],
dλ
dΩ < 0.
✷✵
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ t❤❡
♣❡r✐♦❞ ♦❢ st❛❣♥❛t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ ❧❛❝❦ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t ❞❡♠❛♥❞✱ ❡❛❝❤ ✜r♠ tr✐❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡
t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❛r❦❡t ❜② ♦✉t✲❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♦t❤❡rs✷✸✳ ❚♦ ♣r❡✈❛✐❧ ✐♥ t❤✐s ✐♥tr❛✲❝❧❛ss
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❞❡s✐r❡ ❤✐❣❤❡r r❛t❡ ♦❢ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭♦r ❞❡s✐r❡
❤✐❣❤❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✮✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
✷✹ξ0.
θ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡
❞②♥❛♠✐❝s✳ ❍✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ, ♠♦r❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ❛❝t✉❛❧
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ✐ts ❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✱
❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ r❡str✐❝t✐✈❡♥❡ss ❡♥❢♦r❝❡❞
❜② ♣❛t❡♥ts✱ ❝♦♣②r✐❣❤ts✱ tr❛❞❡♠❛r❦s✱ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ♦t❤❡r ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧
♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts✳ ■t ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
♠♦r❡ ❝♦♥❞✉❝✐✈❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛ ✜r♠ ♣♦s❡s✱ ❢❛st❡r ✐s ✐t t♦ ❛❞♦♣t ✭♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✮
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ▲❡❛❞ t✐♠❡s✱ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❝✉r✈❡ ❡✛❡❝ts✱ ❝♦sts ❛♥❞ t✐♠❡
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s✉♣❡r✐♦r s❛❧❡s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ ❡✛♦rts✱ s❡❝r❡❝② ❡t❝✳ ♣❧❛②
❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ❢♦r ❛♣♣r♦♣r✐❛❜✐❧✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✷✺ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ θ✳
■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ λ˙ = 0✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
λ
∣∣
λ˙=0
= ξ0 + ξ1g + ξ2(ζΩ− Ω
2)− ξ3pi ✭✸✳✸✮
P✉tt✐♥❣ Ω = 0 ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡
λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ Ω − λ ♣❧❛♥❡ ❛s λ
∣∣∣Ω=0
λ˙=0
= ξ0 + ξ1g(0) − ξ3pi(0)✳ g(0)
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧❡❛st✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② pi(0) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t ✇❤❡♥
t❤❡r❡ ✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ▲❡t✬s ❛ss✉♠❡ ξ0+ ξ1g(0)− ξ3pi(0) >
0✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ❢♦r t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧❡❛st✱ ξ0 + ξ1g(0) − ξ3pi(0) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✜r♠s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛s ❧♦♥❣
❛s ξ0 + ξ1g(0) − ξ3pi(0) > 0, ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱
✷✸❲❡ ❜♦rr♦✇ t❤✐s ✐❞❡❛ ❢r♦♠ ❇❤❛❞✉r✐ ✭✷✵✵✻❛✱ ✷✵✵✻❜✮ ❛♥❞ ❙❤❛✐❦❤✭✶✾✼✽✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡② t❤❡♠✲
s❡❧✈❡s ✜♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐♥ ▼❛r① ✭✶✾✼✻✮✳
✷✹❲❡ ❛❧s♦ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ξ0 = ξ01 + ξ02 ✇❤❡r❡ ξ01 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦♥✢✐❝ts ❛♠♦♥❣
❝❛♣✐t❛❧✐st ✇❤❡r❡❛s (ξ02 − ξ3pi) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r✲❝❧❛ss ❝♦♥✢✐❝t ✐✳❡✳ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t✳ ❙♦✱
❛s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t ❢❛❧❧s✱ (ξ02 − ξ3pi) ❜❡❝♦♠❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ξ02 = 0 ❛♥❞ s♦ ξ0
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦♥✢✐❝t ♦♥❧②✳
✷✺❙❡❡ ❉♦s✐ ✭✶✾✽✽✮✱ ❉♦s✐ ❡t✳ ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ▲❡✈✐♥ ❡t✳ ❛❧✳ ✭✶✾✽✼✮✱ ▲ó♣❡③ ✭✷✵✵✾✮ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳
✷✶
♣♦s✐t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ λ
∣∣∣Ω=0
λ˙=0
> 0 ✐s q✉✐t❡
❥✉st✐✜❡❞✳
❙❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ Ω−λ ♣❧❛♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ✇✳r✳t✳ Ω ❛s
dλ
dΩ
= ξ1
∂g
∂λ
dλ
dΩ
+ ξ1
∂g
∂Ω
+ ξ2(ζ − 2Ω)− ξ3
∂pi
∂λ
dλ
dΩ
− ξ3
∂pi
∂Ω
⇒
dλ
dΩ
∣∣∣
λ˙=0
=
ξ1
∂g
∂Ω
+ ξ2(ζ − 2Ω)− ξ3
∂π
∂Ω
1− ξ1
∂g
∂λ
+ ξ3
∂π
∂λ
✭✸✳✹✮
❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✭✸✳✷✮ ♣❛rt✐❛❧❧② ✇✳r✳t✳ λ ✇❡ ❣❡t✱
∂λ˙
∂λ
= θ
[
ξ1
∂g
∂λ
− ξ3
∂pi
∂λ
− 1
]
= θP = J11 ✭✸✳✺✮
❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✭✸✳✷✮ ♣❛rt✐❛❧❧② ✇✳r✳t✳ Ω ✇❡ ❣❡t✱
∂λ˙
∂Ω
= θ
[
ξ1
∂g
∂Ω
+ ξ2(ζ − 2Ω)− ξ3
∂pi
∂Ω
]
= θQ = J12 ✭✸✳✻✮
❆♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s
dλ
dΩ
∣∣∣
λ˙=0
= −
J12
J11
= −
θQ
θP
= −
Q
P
=
ξ1
∂g
∂Ω
+ ξ2(ζ − 2Ω)− ξ3
∂π
∂Ω
1− ξ1
∂g
∂λ
+ ξ3
∂π
∂λ
✭✸✳✼✮
■♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✺✮ ✫ ✭✸✳✻✮ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆ ✉♥✐t r✐s❡ ✐♥ λ ✐♥✲
❝r❡❛s❡s g ❜② ∂g
∂λ
✉♥✐t ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ❜② ξ1
∂g
∂λ
✉♥✐t ❛♥❞ s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭♦r ❞❡❝r❡❛s❡s✮ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❜② θξ1
∂g
∂λ
✉♥✐t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ✉♥✐t r✐s❡ ✐♥
λ ✐♥❝r❡❛s❡s pi ❜② ∂π
∂λ
✉♥✐t ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ❜② ξ3
∂π
∂λ
✉♥✐t ❛♥❞ s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❜② θξ3
∂π
∂λ
✉♥✐t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❤♦❧❞✐♥❣
λd ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❜② θ ✉♥✐t✳ ❙♦✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥✲
❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡
✐s θ
[
ξ1
∂g
∂λ
− ξ3
∂π
∂λ
− 1
]
, ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❛ss✉♠❡ (1 − ξ1
∂g
∂λ
+ ξ3
∂π
∂λ
) > 0 ✐✳❡ J11 < 0. ❚❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
✷✷
✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ str♦♥❣ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ ✇❛❣❡✲❧❡❞
❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ ✐s s♦ str♦♥❣ t❤❛t ❤❡r❡ ♥♦t ♦♥❧② (α2pi − α1u
⋆) ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✉t
❛❧s♦
∣∣(α2pi − α1u⋆)∣∣∂π∂λ > α4pi✳ ❙♦ ❤❡r❡ ∂g∂λ < 0 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ (1 − ξ1 ∂g∂λ + ξ3 ∂π∂λ) ✐s
✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳
✷✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ✇❡❛❦ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ s♦ t❤❛t ❤❡r❡∣∣(α2pi − α1u⋆)∣∣∂π∂λ < α4pi. ❙♦ ❤❡r❡ ∂g∂λ > 0✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss (1 − ξ1 ∂g∂λ + ξ3 ∂π∂λ) ✐s
♣♦s✐t✐✈❡ ❤❡r❡ ❛s 0 < ∂g
∂λ
=
+︷︸︸︷
α4pi+
−︷ ︸︸ ︷
(α2pi − α1u
⋆)
∂pi
∂λ
(π−α1)
< α4π
(π−α1)
❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t
(1− ξ1
∂g
∂λ
+ ξ3
∂π
∂λ
) ✐s ❡q✉❛❧ t♦
+︷ ︸︸ ︷
{(1− ξ1α4)pi − α1}−
−︷ ︸︸ ︷{
ξ1(α2pi − α1u
⋆)
∂pi
∂λ
}
(π−α1)
+ ξ3
∂π
∂λ
✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
{
{(1−ξ1α4)π−α1}
(π−α1)
}
> 0✷✻✳
✸✳ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡♥ ∂g
∂λ
❡q✉❛❧s t♦
+︷︸︸︷
α4pi+
+︷ ︸︸ ︷
(α2pi − α1u
⋆)
∂pi
∂λ
(π−α1)
> α4π
(π−α1)
> 0✳ ❙♦ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t
(1−ξ1
∂g
∂λ
+ξ3
∂π
∂λ
) =
+︷ ︸︸ ︷
{(1− ξ1α4)pi − α1}−
+︷ ︸︸ ︷{
ξ1(α2pi − α1u
⋆)
∂pi
∂λ
}
(π−α1)
+ξ3
∂π
∂λ
< 0. ■❢ ✇❡
❛ss✉♠❡ ξ1 ✐s ❛❞❡q✉❛t❡❧② ✇❡❛❦ ❛♥❞✴♦r ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ξ3 ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t❤❡♥
✇❡ ♠❛② ❤❛✈❡ (1−ξ1
∂g
∂λ
+ξ3
∂π
∂λ
) > 0. ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❧❡t✬s ❛ss✉♠❡ t❤❛t
✐♥ t❤❡ ♣r♦✜t ❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✱ ξ1 ✐s ❛❞❡q✉❛t❡❧② ✇❡❛❦ ❛♥❞✴♦r ξ3 ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②
❧❛r❣❡ s♦ t❤❛t ✇❡ ❣❡t (1− ξ1
∂g
∂λ
+ ξ3
∂π
∂λ
) t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
J12 ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮✮ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥
❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❆ r✐s❡ ✐♥ Ω ✐♥❝r❡❛s❡s g
✭❜② ∂g
∂Ω
✉♥✐t✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
t❤❡ ✜r♠s ✭❜② ξ1
∂g
∂Ω
✉♥✐t✮ ❛♥❞ s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
✷✻❙✉♣♣♦s❡ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❜❡✐♥❣ t❤❛t ∂pi
∂λ
= 0. ❚❤❡♥ (1− ξ1
∂g
∂λ
) = (1−ξ1α4)pi−α1(pi−α1) . ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥
❡❛s✐❧② ❥✉st✐❢② t❤❛t (1 − ξ1
∂g
∂λ
) = {(1−ξ1α4)pi−α1}(pi−α1) > 0 ✭✐✳❡✳{(1 − ξ1α4)pi − α1} > 0✮✳ ❚r❡❡❝❦
✭✷✵✵✽❀ ♣♣✳ ✸✾✻✮ ♠❡♥t✐♦♥s t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❯❙❆ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✽✷✲✷✵✵✹✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α1 ✐s ✵✳✷✻
❛♥❞ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t ✭pi✮ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✽✺✲✷✵✵✹ ✐s ✸✵✳✵✺✪ ✭♣♣✳ ✸✼✺✮✳ ❆s st❛t❡❞ ❜② ❑♥❡❧❧
✭✷✵✵✹✮✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✭✐♥✈❡st♠❡♥t✮ ❞❡♠❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ✭✐✳❡✳ ξ1✮ ✐s ✵✳✹✸
✇❤✐❧❡ ❯♥✐ ✭✷✵✵✼✮ ♣♦✐♥ts ♦✉t ✐t t♦ ❜❡ ✵✳✹✹✲✵✳✼✺✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❍❡✐♥ ❛♥❞ ❚❛r❛ss♦✇ ✭✷✵✶✵✮ ✜♥❞ ♦✉t
✐t t♦ ❜❡ ✵✳✶✶ ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦ ❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦
✭α4✮ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ t♦♦✳ ❙♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t {(1 − ξ1α4)pi − α1} > 0 ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②{
{(1−ξ1α4)pi−α1}
(pi−α1)
}
> 0 ✐s q✉✐t❡ ❥✉st✐✜❡❞✳
✷✸
❝❛❤♥❛❣❡ ❜② θξ1
∂g
∂Ω
✉♥✐t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ Ω ✐♥❝r❡❛s❡s pi ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ r❡❞✉❝❡s
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ❛♥❞ s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❜② θξ3
∂π
∂Ω
✉♥✐t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ Ω ❞✐r❡❝t❧②
✐♥❝r❡❛s❡s Ωd ❜② ξ2(ζ − 2Ω) ✉♥✐t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ r❛t❡
♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❜② θξ2(ζ − 2Ω) ✉♥✐t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛
r✐s❡ ✐♥ Ω ♦♥ λ˙ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■❢
✷✼Ω < Ω¯ =
ξ1
∂g
∂Ω
+ξ2ζ−ξ3
∂π
∂Ω
2ξ2
, J12 > 0 ❛♥❞ ✇❤❡♥ Ω > Ω¯, J12 < 0.
◆♦t❡ t❤❛t ❛s ❧♦♥❣ ❛s (1− ξ1
∂g
∂λ
+ ξ3
∂π
∂λ
) > 0, dλ
dΩ
∣∣∣
λ˙=0
R 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r
{ξ1
∂g
∂Ω
+ ξ2(ζ − 2Ω) − ξ3
∂π
∂Ω
} R 0. dλ
dΩ
∣∣∣
λ˙=0
= 0 ✐❢ Ω = Ω¯ =
ξ1
∂g
∂Ω
+ξ2ζ−ξ3
∂π
∂Ω
2ξ2
✳ ❙♦✱ ✐❢
Ω < Ω¯ t❤❡♥ dλ
dΩ
∣∣∣
λ˙=0
> 0 ✇❤❡r❡❛s Ω > Ω¯ ❡♥s✉r❡s dλ
dΩ
∣∣∣
λ˙=0
t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✷✽✳ ❙♦✱
❣✐✈❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ξ1, ξ2, ξ3, ❛♥❞
∂π
∂Ω
✱ ✐t✬s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ♣❧❛②s
❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✳ ❍✐❣❤❡r t❤❡ ❧❡✈❡❧
♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ Ω ✭✐✳❡✳ Ω¯✮✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❤❡
s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
◆❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❛❧❦s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ω, t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
❝❤❛♥❣❡ ✐s st❛❜❧❡✳
Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ✇❡ ❣❡t✱
∂λ˙
∂λ
= θ
[
ξ1
∂g
∂λ
− ξ3
∂pi
∂λ
− 1
]
< 0 ✭❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮
❙♦ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ω, t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐s st❛❜❧❡✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s
Ω˙ = φ[Ωd − Ω]; φ > 0, Ω ∈[0, 1]✱ Ωd ∈ [0, 1] ✭✸✳✽✮
✷✼Ω¯ =
ξ1
∂g
∂Ω+ξ2ζ−ξ3
∂π
∂Ω
2ξ2
= 12ξ2
[
ξ1
{
pi
∂α0
∂Ω +[α1(1−sr)−α3pi]
∂rR
∂Ω +
(
α2π−α1u
⋆
(π−α1)
)
∂π
∂Ω
(pi−α1)
}
+ ξ2ζ − ξ3
∂pi
∂Ω
]
✳
❆s ✇❡ ❛ss✉♠❡ ∂pi
∂Ω ✱
∂α0
∂Ω , ❛♥❞
∂rR
∂Ω t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ Ω¯ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ Ω✳
✷✽■❢ ∂g
∂Ω < 0 t❤❡♥ Ω¯ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ξ2 > ξ¯2 =
(
−ξ1
∂g
∂Ω+ξ3
∂π
∂Ω
ζ
)
✳ ❇✉t ✐❢ ∂g
∂Ω > 0 t❤❡♥
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤❡r ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ Ω¯ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ st❡❛❞②
st❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ s❧♦♣✐♥❣ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✳
✷✹
Ωd = −η0 + η1λ+ η2g; η0, η1, η2 > 0 ✭✸✳✾✮
❙♦✱ Ω˙ = φ[−η0 + η1λ+ η2g − Ω] ✭✸✳✶✵✮
▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ Ωd✮ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
✇♦✉❧❞ s❡tt❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ✈❛r✐❡s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Ωd ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱
Ω✳ ❈❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ✇❤❡♥❡✈❡r Ωd ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❡✈❡❧ r✐s❡s
❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
❚♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❢♦r Ωd t♦ ♣r❡✈❛✐❧ ❞❡❝❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♦r ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✮ ❛♥❞✴♦r ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s♦♣❤✐st✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡✴✐s
r❡q✉✐r❡❞✱ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ (−η0) ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡✳
❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✷✾ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s t❡❝❤♥♦❧♦❣②✮ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ Ωd✳ ■t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮✳ η1 r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ Ωd t♦ ❛ ✉♥✐t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳
■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❣♦♦❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝❛♣t✉r❡❞ ❤❡r❡ ❜② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐✲
t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ Ωd✳ ❉✉r✐♥❣ ❣♦♦❞ t✐♠❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ♦❢
✜r♠s ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ❛❞♦♣t✐♥❣ r✐s❦✐❡r
✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❡t✉♣s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▼✐♥s❦② ✭✶✾✽✻✮✳ ▼✐♥s❦②
✭✶✾✽✻✱ ♣♣✳✶✾✾✮ s❛②s ✏❉✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ tr❛♥q✉✐❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ♣r♦✜t✲s❡❡❦✐♥❣ ✜✲
♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥✈❡♥t ❛♥❞ r❡✐♥✈❡♥t ❵♥❡✇✬ ❢♦r♠s ♦❢ ♠♦♥❡②✱ s✉❜st✐t✉t❡s ❢♦r
♠♦♥❡② ✐♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦s✱ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❛❝t✐✈✐t②✿ ✜✲
♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ♦✉r ❡❝♦♥♦♠② ✐♥ ❣♦♦❞ t✐♠❡s✑✳ ▼✐♥s❦②
✭✶✾✽✻✱ ♣♣✳ ✷✼✶✮ ❛❧s♦ ❛r❣✉❡s ✏✳✳✳❞✉r✐♥❣ ❣♦♦❞ t✐♠❡s✱ ✇❤❡♥ ❜❛♥❦s ❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞
✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ ❜② ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❝r❡❞✐t ✇♦rt❤② ❝❧✐❡♥ts✱
t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s t❤❛t tr② t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t ❋❡❞✲
❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❜❛♥❦❡rs ❛✐♠ ❛t ❤❛✈✐♥❣ ❛ss❡ts ❛♥❞ ♥♦♥✲❡q✉✐t②
❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❣r♦✇ ❛t ❧❡❛st ❛s ❢❛st ✭✐❢ ♥♦t ❢❛st❡r✮ t❤❛♥ ❜❛♥❦ ❡q✉✐t②✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ tr✐❡s t♦ ❤❛✈❡ ❜❛♥❦ ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s s✉❜❥❡❝t t♦ ❝❤❡❝❦ ❣r♦✇ ❛t ❛ s❧♦✇❡r
r❛t❡ t❤❛♥ ❜❛♥❦ ❡q✉✐t②✳✑ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧
✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ❛s ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ▼✐♥s❦② ✭✶✾✽✻✱ ♣♣✳ ✸✺✹✮✳ ✏❬❆❪s
✷✾❊✈✐❞❡♥❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ♦♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❉r✉♠♠❡r ❡t✳ ❛❧ ✭✷✵✶✼✮✱ ❋r❛♠❡ ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ✭✷✵✶✵✮✳
✷✺
❜❛♥❦❡rs ♣✉rs✉❡ ♣r♦✜ts t❤❡② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❛ss❡ts ❛♥❞ ❧✐❛❜✐❧✲
✐t✐❡s❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞✉r✐♥❣ ❣♦♦❞ t✐♠❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❦❡rs ❛♥❞
t❤❡✐r ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❝✉st♦♠❡rs ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛ss❡ts r❡✢❡❝t✐♥❣ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡
❛♥❞ P♦♥③✐ ✜♥❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ s❤❡❡t ♦❢ ❜❛♥❦s✳✑ η2 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ Ωd t♦ ❛ ✉♥✐t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s✱ φ r❡♣✲
r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳
❚❤✐s s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r φ ❞❡♣❡♥❞s✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ♦♥
t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts✳ ❆ str✐❝t❧②
r❡❣✉❧❛t❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ.
■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ Ω˙ = 0✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
λ
∣∣∣
Ω˙=0
=
η0 + Ω− η2g
η1
✭✸✳✶✶✮
P✉tt✐♥❣ Ω = 0 ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t t❡r♠ ❛s
λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0
= η0−η2g(0)
η1
≷ 0✳ g(0) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧❡❛st✸✵✳ ❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✇❡ ❣❡t [−η0 + η1λ+ η2g(0)], t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥✲
❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇♦✉❧❞ s❡tt❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ✇❤❡♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡✳
❙❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ②✐❡❧❞❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮ ✇✳r✳t✳ Ω ❛s
η1
dλ
dΩ
= 1− η2
∂g
∂λ
dλ
dΩ
− η2
∂g
∂Ω
⇒
dλ
dΩ
∣∣∣
Ω˙=0
=
1− η2
∂g
∂Ω
η1 + η2
∂g
∂λ
✭✸✳✶✷✮
❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✭✸✳✶✵✮ ✇✳r✳t✳ λ ✇❡ ❣❡t✱
∂Ω˙
∂λ
= φ
[
η1 + η2
∂g
∂λ
]
= φM = J21 ✭✸✳✶✸✮
◆♦t❡ t❤❛t ❛s ∂g
∂λ
R 0✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❧❡t✬s ❛ss✉♠❡ [η1+η2 ∂g∂λ ]
✸✶ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡
✐✳❡✳ M > 0.
✸✵❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ❢♦r t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s Ω
∣∣∣λ=0
Ω˙=0
= η2g(0)−η0
✸✶[η1 + η2
∂g
∂λ
] =
[
η1 + η2
{
α4pi(pi−α1)+{α2pi(pi−α1)−α1(α0+α2pi+α4λ)−α1(1−sr−α3)rR} ∂π∂λ
(pi−α1)2
}]
✷✻
❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✭✸✳✶✵✮ ✇✳r✳t✳ Ω ✇❡ ❣❡t✱
∂Ω˙
∂Ω
= φ
[
η2
∂g
∂Ω
− 1
]
= φN = J22 ✭✸✳✶✹✮
❆♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ◆
dλ
dΩ
∣∣∣
Ω˙=0
= −
J22
J21
= −
φN
φM
= −
N
M
=
1− η2
∂g
∂Ω
η1 + η2
∂g
∂λ
✭✸✳✶✺✮
■♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✸✮ ✫ ✭✸✳✶✹✮ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ J21 s❤♦✇s t❤❡ ❡❢✲
❢❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡
✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❆ r✐s❡ ✐♥ λ ❞✐r❡❝t❧② r❛✐s❡s Ωd ❜② η1 ❛♠♦✉♥t✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ λ ❝❤❛♥❣❡s g ❜② ∂g
∂λ
❛♠♦✉♥t ❛♥❞ s♦ ❜② ✐ts ✐♥❞✐r❡❝t ❡❢✲
❢❡❝t t❤r♦✉❣❤ g✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❝❤❛♥❣❡s Ωd ❜② η2
∂g
∂λ
❛♠♦✉♥t✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ✭✐✳❡✳ η2
∂g
∂λ
✮ ✐s s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ✭✐✳❡✳ η1✮ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢
∂g
∂λ
, J21
✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳
J22 s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐ts❡❧❢✳ ❆ r✐s❡ ✐♥ Ω ❝❤❛♥❣❡s g ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❝❤❛♥❣❡s
Ωd ❛♥❞ s♦ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❜② φη2
∂g
∂Ω
❛♠♦✉♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❡r♦❞❡s ✐ts ♦✇♥ ❝❤❛♥❣❡
❛t ❛ s♣❡❡❞ ♦❢ φ✱ ❤♦❧❞✐♥❣ Ωd ❝♦♥st❛♥t✳ ■❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥
❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❵❝♦♥tr❛❝t✐✈❡✬ ✭✐✳❡✳ ✐❢ ∂g
∂Ω
< 0)✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐ts❡❧❢
✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐✳❡✳ J22 < 0. ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢
✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❵❡①♣❛♥s✐✈❡✬ ✭✐✳❡✳ ✐❢ ∂g
∂Ω
> 0✮✱ t❤❡
❡✛❡❝t ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ J22 R 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ∂g∂Ω R
1
η2
♦r ♥♦t✳
◆♦✇ ❧❡t✬s ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✱ ❤♦✇ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❜❡❤❛✈❡s✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ, ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ❛ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧
♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢
✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳
✷✼
✭❛✮ ✇❤❡♥ Ω¯ > 0 ✭❜✮ ✇❤❡♥ Ω¯ < 0
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡
Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ ✇❡ ❣❡t✱
∂Ω˙
∂Ω
= φ
[
η2
∂g
∂Ω
− 1
]
■❢ ∂g
∂Ω
< 0 t❤❡♥ ∂Ω˙
∂Ω
✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢
λ, t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢
∂g
∂Ω
> 0 t❤❡♥ s✐❣♥ ♦❢ ∂Ω˙
∂Ω
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❋♦r ∂g
∂Ω
> 1
η2
> 0✱ ∂Ω˙
∂Ω
> 0 ✐s
❛tt❛✐♥❡❞✳
❚❤❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐♥ Ω− λ ♣❧❛♥❡ ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s t❤❛t ♠❛② ❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳
✹ P♦ss✐❜❧❡ ❈❛s❡s
❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t (1 − ξ1
∂g
∂λ
+ ξ3
∂π
∂λ
) > 0 ❡♥s✉r❡s P t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭✐✳❡✳
J11 < 0✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t
[
η1 + η2
∂g
∂λ
]
> 0 ❡♥s✉r❡s M t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✭✐✳❡✳ J21 > 0✮
✷✽
✭❛✮ ✇❤❡♥ dλ
dΩ
∣∣∣
Ω˙=0
> 0 ✭✐✳❡✳ ❡✐t❤❡r ∂g
∂Ω < 0 ♦r
0 < ∂g
∂Ω <
1
η2
✮ ❛♥❞ λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0
< 0
✭❜✮ ✇❤❡♥ dλ
dΩ
∣∣∣
Ω˙=0
> 0 ✭✐✳❡✳ ❡✐t❤❡r ∂g
∂Ω < 0 ♦r
0 < ∂g
∂Ω <
1
η2
✮ ❛♥❞ λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0
> 0
✭❝✮ ✇❤❡♥ dλ
dΩ
∣∣∣
Ω˙=0
< 0 ✭✐✳❡✳ ∂g
∂Ω >
1
η2
> 0 ✮ ❛♥❞
λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0
> 0
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡s
✷✾
✹✳✶ ❈❛s❡ ✶✿ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
❋♦r ❝❛s❡ ✶ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ∂g
⋆
∂Ω
< 0 ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥✲
❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ∂g
⋆
∂Ω
< 0 ✐♠♣❧✐❡s N t♦ ❜❡
✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭✐✳❡✳ J22 < 0✮✳
❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜✲❝❛s❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❞❡r ❝❛s❡ ✶✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝❛s❡s ✶✳✶✱ ✶✳✷
❛♥❞ ✶✳✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❯♥❞❡r ❝❛s❡ ✶✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦ ❡①✐st ✐s t❤❛t t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ λ˙ = 0
✐s♦❝❧✐♥❡ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✳ ❲❡ ❣❡t ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❝❛s❡s ✶✳✶ ❛♥❞ ✶✳✷✳ ❚❤✐s
✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② s❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢
t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡
❤❡r❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡
❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t♦ ❡①✐st ✐s t❤❛t t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ♠✉st ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡
❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② s❧♦♣❡❞ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝✉r✈❡✳ ❆s t❤❡ Ω˙ = 0
✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② s❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✸✱ t❤❡r❡ ❛r❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✸✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
s✉❜✲❝❛s❡s ✉♥❞❡r ❈❛s❡✶✳
✹✳✶✳✶ ❈❛s❡ ✶✳✶
❍❡r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐✳❡✳ λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0
=
η0−η2g(0)
η1
< 0. ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ η2g(0) > η0. ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t g(0) r❡♣r❡✲
s❡♥ts t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧❡❛st✳ ❖♥❧② ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡r❡✲ ✐t ✐s ❡✐t❤❡r A
♦r B✳
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t A✿ ❍❡r❡ P < 0 ✭✐✳❡✳ J11 < 0 ✮✱ M > 0 ✭✐✳❡✳ J21 > 0✮✱
∂g⋆
∂Ω
< 0
❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ ✐♠♣❧✐❡s N < 0 ✭✐✳❡✳ J22 < 0✮✳ ❆s Ω > Ω¯✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮
②✐❡❧❞s t❤❛t Q < 0 ✭✐✳❡✳J12 < 0✮✳ ❚❤✉s ❛t A t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥
♠❛tr✐① ✐s det(J) = (
−︷︸︸︷
J11
−︷︸︸︷
J22 −
−︷︸︸︷
J12
+︷︸︸︷
J21 ) > 0 ❛♥❞ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥
♠❛tr✐① tr(J) = (
−︷︸︸︷
J11 +
−︷︸︸︷
J22 ) < 0✳ ❍❡♥❝❡ P♦✐♥t A ✐s ❛ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✭❛✮✮✳
✸✵
▲❡t ✉s ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ A ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡
✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
♦❢ s♦♠❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❤♦❝❦✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❋✐rst✱ ✐❢ Ω ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ st❡❛❞②
st❛t❡ ✈❛❧✉❡ Ω⋆✱ ✐t ♠✉st ❢❛❧❧ ❞✉❡ t♦ J22 < 0✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t✳ ❙❡❝♦♥❞✱
❛s t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✭λ✮ ❢❛❧❧s ❞✉❡ t♦ J12 < 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥
t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❞✉❡ t♦ J21 > 0✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t✳ ❆t ♣♦✐♥t
A✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝ts ❛r❡ st❛❜❧❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐❢
t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐t ❛❣❛✐♥ ❝♦♠❡s ❜❛❝❦
t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s st❛❜❧❡✳
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t B✿ ❍❡r❡ P < 0 ✭✐✳❡✳ J11 < 0 ✮✱ M > 0 ✭✐✳❡✳ J21 > 0✮✱
∂g⋆
∂Ω
< 0 ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ ✐♠♣❧✐❡s N < 0 ✭✐✳❡✳ J22 < 0✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s Ω < Ω¯✱
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ②✐❡❧❞s t❤❛t Q > 0 ✭✐✳❡✳J12 > 0✮✳ ❆t ♣♦✐♥t B✱ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0
✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐✳❡✳
dλ
dΩ
∣∣∣
Ω˙=0
>
dλ
dΩ
∣∣∣
λ˙=0
> 0
⇒ −
φN
φM
> −
θQ
θP
⇒ θφ(NP −MQ) > 0 (∵ P < 0 ❛♥❞ M > 0✮
❙♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① Det(J) = (J11J22 − J12J21) =
θφ(NP −MQ) > 0. ❚r❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① tr(J) = (J11+J22) = (θP +φN) < 0.
❚❤✉s ♣♦✐♥t B ✐s ❛ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✭❜✮✳
❋✐♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ s✉♣♣♦s❡ ❞✉❡ t♦ s♦♠❡ r❡❛s♦♥✱ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞②
st❛t❡ ❛♥❞ ✐s ♥♦✇ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡
❡✛❡❝ts ♥❡❛r t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ B. ❋✐rst✱ ❛s t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐t ♠✉st ❢❛❧❧ ❞✉❡ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ ✭❛s J22 < 0✮✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t st❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❧❡❛❞s
t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉❡ t♦ J12 > 0✳ ❆s J21 > 0✱ t❤✐s
r✐s❡ ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥
❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝t ✐s ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ✉♥st❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s❧♦♣❡ ♦❢
t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② st❡❡♣❡r✱ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ J21 ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ λ t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t st❛❜❧❡ ❡✛❡❝t ❞♦♠✐♥❛t❡s
✸✶
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❈❛s❡ ✶✳✶
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❈❛s❡ ✶✳✷
t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉♥st❛❜❧❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ r❡s✉❧ts t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡✳
✹✳✶✳✷ ❈❛s❡ ✶✳✷
▲❡t✬s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐✳❡✳
λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0
= η0−η2g(0)
η1
> 0. ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ η2g(0) < η0. ▲❡t✬s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢
t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐✳❡✳ λ
∣∣∣Ω=0
λ˙=0
= ξ0 + ξ1g(0)− ξ3pi(0) > λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0
= η0−η2g(0)
η1
> 0✳
❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r A ♦r B✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❡r❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢
❝❛s❡ ✶✳✶✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤✐s s✉❜✲❝❛s❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳
❋r♦♠ ♣♦✐♥ts A ❛♥❞ B ♦❢ ❝❛s❡ ✶✳✶✳ ♦r ❝❛s❡ ✶✳✷ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✸✷
✭❛✮ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✭❜✮ ❯♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❈❛s❡ ✶✳✸
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ ■♥ ❝❛s❡ ✶✳✶ ♦r ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✷✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s st❡❛❞② st❛t❡ ❡①✐sts✱ ✐t ✐s
st❛❜❧❡✳
✹✳✶✳✸ ❈❛s❡ ✶✳✸
▲❡t✬s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐✳❡✳ λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0
= η0−η2g(0)
η1
>
λ
∣∣∣Ω=0
λ˙=0
= ξ0 + ξ1g(0)− ξ3pi(0) > 0✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✭C ❛♥❞ D✮ ❛r✐s❡s ✐♥ ❝❛s❡
✶✳✸✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✭❛✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❝❛s❡ ✶✳✸✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r ❛ s♣❡❝✐❛❧
❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ✭✇❤❡♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✐s♦❝❧✐♥❡s ❛r❡ t❛♥❣❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮✱ ✇❡ ♠❛② ❣❡t
❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭G✮✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✭❜✮ ❢♦r t❤✐s✳
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t C✿ ❍❡r❡ P < 0 ✭✐✳❡✳ J11 < 0 ✮✱ M > 0 ✭✐✳❡✳ J21 > 0✮✱
∂g⋆
∂Ω
< 0
❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ ✐♠♣❧✐❡s N < 0 ✭✐✳❡✳ J22 < 0✮✳ ❆s Ω < Ω¯✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮
②✐❡❧❞s t❤❛t Q > 0 ✭✐✳❡✳J12 > 0✮✳ ❆t ♣♦✐♥t C✱ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❧❡ss
t❤❛♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐✳❡✳
dλ
dΩ
∣∣∣
λ˙=0
>
dλ
dΩ
∣∣∣
Ω˙=0
> 0
⇒ −
θQ
θP
> −
φN
φM
⇒ θφ(PN −QM) < 0 (∵ P < 0 ❛♥❞ M > 0✮
✸✸
❙♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① Det(J) < 0 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♣♦✐♥t C ✐s
❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳
▲❡t ✉s ❞✐s❝✉ss ✐t ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ❞✉❡ t♦ s♦♠❡
❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❛s♦♥✱ ✐s ♥♦✇ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦
♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝ts ♥❡❛r t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ C. ❋✐rst✱ ❛s t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐s
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐t ♠✉st ❢❛❧❧ ❞✉❡ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ J22 < 0✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t st❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛
r✐s❡ ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✭❞✉❡ t♦ J12 > 0) ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ r❛✐s❡s t❤❡
✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭❞✉❡ t♦ J21 > 0✮✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝t ✐s ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ✉♥st❛❜❧❡
❡✛❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✢❛tt❡r✱ ❛❜s♦❧✉t❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ J21 ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② str♦♥❣✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ r✐s❡ ✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧
❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ r✐s❡ ✐♥ λ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮
❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉♥st❛❜❧❡ ❡✛❡❝t ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t st❛❜❧❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ r❡s✉❧ts t❤❡
st❡❛❞② st❛t❡ t♦ ❜❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡✳
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t D✿ ❍❡r❡ P < 0 ✭✐✳❡✳ J11 < 0 ✮✱ M > 0 ✭✐✳❡✳ J21 > 0✮✱
∂g⋆
∂Ω
< 0 ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ ✐♠♣❧✐❡s N < 0 ✭✐✳❡✳ J22 < 0✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s Ω > Ω¯✱
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ②✐❡❧❞s t❤❛t Q < 0 ✭✐✳❡✳J12 < 0✮✳ ❆t ♣♦✐♥t D✱ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0
✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐✳❡✳
dλ
dΩ
∣∣∣
Ω˙=0
> 0 >
dλ
dΩ
∣∣∣
λ˙=0
⇒ −
φN
φM
> −
θQ
θP
⇒ θφ(PN −QM) > 0 (∵ P < 0 ❛♥❞ M > 0✮
❙♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① Det(J) > 0. ❚r❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①
tr(J) = θP + φN < 0. ❚❤✉s ♣♦✐♥t D ✐s ❛ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ s♦♠❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❤♦❝❦ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❞❡✈✐❛t❡s
❢r♦♠ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐t ✐s ♥♦✇ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧
st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❋✐rst✱ ♥❡❛r D✱ ✐❢ Ω ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡
Ω⋆✱ ✐t ♠✉st ❢❛❧❧ ❞✉❡ t♦ J22 < 0✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t st❛❜❧❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛s Ω > Ω¯✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ Ω ❞❡❝r❡❛s❡s λ ✭∵ J12 < 0✮✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥
❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❞✉❡ t♦ J21 > 0✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ st❛❜❧❡✳ ❆s t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝ts ❜♦t❤ ❛r❡ st❛❜❧❡✱ ✐❢
✸✹
✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ r✐s❡s ❢r♦♠ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ✭D✮✱ ✐t ❛❣❛✐♥ ❝♦♠❡s ❜❛❝❦
t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s st❛❜❧❡✳
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t G✿ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✭❜✮✱ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s t❛♥❣❡♥t
t♦ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❛t G✳ ❆s ✐s♦❝❧✐♥❡s ❛r❡ t❛♥❣❡♥t✱ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0
✐s♦❝❧✐♥❡ ✭−J12
J11
✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ (−J22
J21
)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① Det(J) = (J11J22−J12J21) ✐s ③❡r♦✳ ❆s
❛ r❡s✉❧t✱ G ✐s ❛ s❛❞❞❧❡ ♥♦❞❡✳
❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛s❡ ✶✳✸✱ ♦♥❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ■♥ ❝❛s❡ ✶✳✸✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s st❡❛❞② st❛t❡ ❡①✐sts✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢
✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ (Ω > Ω¯) ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②
st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ Ω < Ω¯✱ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳
◆♦✇ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝❛s❡ ✷✳
✹✳✷ ❈❛s❡ ✷✿ ✇❡❛❦ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
❋♦r ❝❛s❡ ✷ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ∂g
⋆
∂Ω
> 0 ❜✉t ∂g
⋆
∂Ω
< 1
η2
✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇❡❛❦ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r②
❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ 1
η2
> ∂g
⋆
∂Ω
> 0
✐♠♣❧✐❡s N t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭✐✳❡✳ J22 < 0✮✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜✲❝❛s❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡
✉♥❞❡r ❝❛s❡ ✷✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝❛s❡s ✷✳✶✱ ✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❝❛s❡s ✷✳✶✱ ✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✸ ❛r❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❝❛s❡s ✶✳✶✱ ✶✳✷ ❛♥❞ ✶✳✸
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋r♦♠ ❝❛s❡s ✶ ✫ ❝❛s❡ ✷ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡
λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐✳❡✳ λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0
= η0−η2g(0)
η1
> λ
∣∣∣Ω=0
λ˙=0
= ξ0 + ξ1g(0)− ξ3pi(0)✳ ❚❤❡♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❛♥❞ ✇❡❛❦
✭✐✳❡✳ 0 < ∂g
⋆
∂Ω
< 1
η2
) t❤❡♥ ❛❧s♦ ❛ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳
✸✺
✹✳✸ ❈❛s❡ ✸✿ str♦♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
❋♦r ❝❛s❡ ✸ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ∂g
⋆
∂Ω
> 1
η2
> 0 ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t
♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ∂g
⋆
∂Ω
> 1
η2
> 0 ✐♠♣❧✐❡s
N t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭✐✳❡✳ J22 > 0✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧②
s❧♦♣❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ ✸✳
❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜✲❝❛s❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❞❡r ❝❛s❡ ✸✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝❛s❡s ✸✳✶✱ ✸✳✷
❛♥❞ ✸✳✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡
✐♥ ❝❛s❡ ✸✳✶✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✉t ❧❡ss t❤❛♥
t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐♥ ❝❛s❡ ✸✳✷✳ ■♥ ❝❛s❡ ✸✳✸✱ ✈❡rt✐❝❛❧
✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✉t ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❛❧s♦✳
❯♥❞❡r ❝❛s❡ ✸✱ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦ ❡①✐st ✐s t❤❛t
t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ♠✉st ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ✭❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
✐s ♥♦t ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■❢ Ω˙ = 0 ❛♥❞ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡s ❛r❡ t❛♥❣❡♥t t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✱ t❤❡♥ ❛❧s♦ ✇❡ ❣❡t ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮✳ ❲❡ ❣❡t ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✐♥ ❝❛s❡ ✸✳✷✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② s❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡
λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❤❡r❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡
❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t♦ ❡①✐st ✐s t❤❛t t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ♠✉st ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡
❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② s❧♦♣❡❞ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝✉r✈❡ ✭❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
✐s ♥♦t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✭❜✮ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❆s t❤❡ Ω˙ = 0
✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② s❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡
✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐♥ ❝❛s❡ ✸✳✸✱ ✇❡ ❣❡t
♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❤❡r❡ ✭❲❡ ❝❛♥ ❣❡t ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦♦ ✐♥ ❝❛s❡ ✸✳✸✳ ❙❡❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✭❝✮✮✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛❧❧ t❤❡ s✉❜✲❝❛s❡s ✉♥❞❡r ❝❛s❡ ✸ ♥♦✇✳
✹✳✸✳✶ ❈❛s❡ ✸✳✶
❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐✳❡✳ λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0
= η0−η2g(0)
η1
<
0. ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ η2g(0) > η0. ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡r❡✳
❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✭❛✮✳
✸✻
✭❛✮ ❈❛s❡ ✸✳✶ ✿ ♥♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❜✮ ❈❛s❡ ✸✳✷ ✿ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❈❛s❡ ✸
✹✳✸✳✷ ❈❛s❡ ✸✳✷
▲❡t✬s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐✳❡✳
λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0
= η0−η2g(0)
η1
> 0. ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ η2g(0) < η. ▲❡t✬s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t
♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐✳❡✳ λ
∣∣∣Ω=0
λ˙=0
= ξ0 + ξ1g(0)− ξ3pi(0) > λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0
= η0−η2g(0)
η1
> 0✳
❆ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ F ❛r✐s❡s ❤❡r❡✳ ❍❡r❡ P < 0 ✭✐✳❡✳ J11 < 0 ✮✱ M > 0 ✭✐✳❡✳
J21 > 0✮✱
∂g⋆
∂Ω
> 1
η2
> 0 ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ ✐♠♣❧✐❡s N > 0 ✭✐✳❡✳ J22 > 0✮✳ ❆s
Ω > Ω¯✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ②✐❡❧❞s t❤❛t Q < 0 ✭✐✳❡✳J12 < 0✮✳ ❆t ♣♦✐♥t F ✱ s❧♦♣❡ ♦❢
t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐✳❡✳
0 >
dλ
dΩ
∣∣∣
Ω˙=0
> 0
dλ
dΩ
∣∣∣
λ˙=0
⇒ −
φN
φM
> −
θQ
θP
⇒ θφ(PN −QM) > 0 (∵ P < 0 ❛♥❞ M > 0✮
❙♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① Det(J) > 0. ❚r❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①
tr(J) = (θP + φN) R 0. ❚❤✉s ♣♦✐♥t F ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r st❛❜❧❡ ♦r ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✭❜✮ ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❛t✐❝ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳
●✐✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ✱ ✐❢ θ = θˆ =
−φ(η2
∂g
∂Ω
−1)
{ξ1
∂g
∂λ
−ξ3
∂π
∂λ
−1}
✱ ♦r ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ, ✐❢
φ = φˆ =
−θ{ξ1
∂g
∂λ
−ξ3
∂π
∂λ
−1}
(η2
∂g
∂Ω
−1)
✱ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ ❍♦♣❢✲❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❍♦♣❢✲❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳
■♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛t ♣♦✐♥t F ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ❤❡r❡ t❤❡ s❡❧❢✲
✸✼
✭❛✮ ❈❛s❡ ✸✳✸ ✿ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✭❜✮ ❈❛s❡ ✸✳✸ ✿ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✭❝✮ ❈❛s❡ ✸✳✸ ✿ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❈❛s❡ ✸
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ J11 =
∂λ˙
∂λ
=
θP < 0✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❤❡r❡ t❤❡ s❡❧❢✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ♣♦s✲
✐t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ J22 =
∂Ω˙
∂Ω
= φN > 0✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡
✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✭φ✮✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡
r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ (θ) ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ✭✐✳❡✳ θ > θˆ =
−φ(η2
∂g
∂Ω
−1)
{ξ1
∂g
∂λ
−ξ3
∂π
∂λ
−1}
✮✱
♦r ❣✐✈❡♥ θ✱ ✇❤❡♥ φ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ✭✐✳❡✳ φ < φˆ =
−θ{ξ1
∂g
∂λ
−ξ3
∂π
∂λ
−1}
(η2
∂g
∂Ω
−1)
✮✱ t❤❡ ❞②✲
♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ st❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❡❧❢✲❢❡❡❞❜❛❝❦
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣ ❛♥❞ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡
✉♥st❛❜❧❡ s❡❧❢✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳
✹✳✸✳✸ ❈❛s❡ ✸✳✸
▲❡t✬s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐✳❡✳ λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0
= η0−η2g(0)
η1
>
✸✽
λ
∣∣∣Ω=0
λ˙=0
= ξ0 + ξ1g(0)− ξ3pi(0) > 0✳
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t E✿ ❍❡r❡ P < 0 ✭✐✳❡✳ J11 < 0 ✮✱ M > 0 ✭✐✳❡✳ J21 > 0✮✱
∂g⋆
∂Ω
> 1
η2
> 0 ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ ✐♠♣❧✐❡s N > 0 ✭✐✳❡✳ J22 > 0✮✳ ❆s Ω < Ω¯✱
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ②✐❡❧❞s t❤❛t Q > 0 ✭✐✳❡✳J12 > 0✮✳ ❆t ♣♦✐♥t E✱ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0
✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐✳❡✳
dλ
dΩ
∣∣∣
λ˙=0
> 0 >
dλ
dΩ
∣∣∣
Ω˙=0
⇒ −
θQ
θP
> −
φN
φM
⇒ θφ(PN −QM) < 0 (∵ P < 0 ❛♥❞ M > 0✮
❙♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① Det(J) < 0. ❚❤✉s ♣♦✐♥t E ✐s ❛
s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t F ✿ ❍❡r❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✸✳✷✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡
✹✳✺✭❛✮ ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❛t✐❝ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t H✿ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✭❝✮✱ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s t❛♥❣❡♥t
t♦ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❛t H✳ ❆s ✐s♦❝❧✐♥❡s ❛r❡ t❛♥❣❡♥t✱ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0
✐s♦❝❧✐♥❡ ✭−J12
J11
✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ (−J22
J21
)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① Det(J) = (J11J22−J12J21) ✐s ③❡r♦✳ ❆s
❛ r❡s✉❧t✱ H ✐s ❛ s❛❞❞❧❡ ♥♦❞❡✳
❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❛✐❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛s❡ ✸✳✸✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦✳
❘❡♠❛r❦ ✶✳ ■♥ ❝❛s❡ ✸✳✸✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s st❡❛❞② st❛t❡ ❡①✐sts✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢
✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ (Ω > Ω¯) ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s st❡❛❞②
st❛t❡s✳
✹✳✹ ❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥
■♥ t❤✐s s✉❜✲s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❝②❝❧❡ ❛s ❛
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✵✮✳
✸✾
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s
❈❛s❡ ❲❤❡t❤❡r
♠✉❧t✐♣❧❡
❡q✉✐❧✐❜r✐❛
❛r❡
♣♦ss✐❜❧❡
❙t❡❛❞②
st❛t❡
❙✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ▼❛tr✐①
◆❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②
st❛t❡
✶✳✶ ◆♦
A
J11 < 0✱ J12 < 0✱
J21 > 0✱ J22 < 0
st❛❜❧❡
B
J11 < 0✱ J12 > 0✱
J21 > 0✱ J22 < 0
st❛❜❧❡
✶✳✷ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✶
✶✳✸ ❨❡s
C
J11 < 0✱ J12 > 0✱
J21 > 0✱ J22 < 0
s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡
D
J11 < 0✱ J12 < 0✱
J21 > 0✱ J22 < 0
st❛❜❧❡
G
J11 < 0✱ J12 > 0✱
J21 > 0✱ J22 < 0
s❛❞❞❧❡ ♥♦❞❡
✷✳✶ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✶
✷✳✷ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✷
✷✳✸ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✸
✸✳✶ ♥♦ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
✸✳✷ ◆♦ F
J11 < 0✱ J12 < 0✱
J21 > 0✱ J22 > 0
st❛❜❧❡ ✴ ✉♥st❛❜❧❡ ✴
❧✐♠✐t ❝②❝❧❡
✸✳✸ ❨❡s
E
J11 < 0✱ J12 > 0✱
J21 > 0✱ J22 > 0
s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡
F
J11 < 0✱ J12 < 0✱
J21 > 0✱ J22 > 0
st❛❜❧❡ ✴ ✉♥st❛❜❧❡ ✴
❧✐♠✐t ❝②❝❧❡
H
J11 < 0✱ J12 < 0✱
J21 > 0✱ J22 > 0
s❛❞❞❧❡ ♥♦❞❡
✹✵
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ F ♦❢ ❝❛s❡ ✸✳✷ ♦r ✸✳✸✳ ❲❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❋♦r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠✲
❡t❡r✱ θ✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ✭✸✳✷✮ ✫ ✭✸✳✶✵✮ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ st❡❛❞②
st❛t❡ F ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ ✸✳✷ ♦r ✸✳✸ ❤❛s ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② r♦♦ts ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡
❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✱ θ = θˆ =
−φ[η2 ∂g∂Ω−1]
[ξ1 ∂g∂λ−ξ3
∂π
∂λ
−1]
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✸✷✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ✭✸✳✷✮ ✫ ✭✸✳✶✵✮ ✐s {µ2 + (−tr(J))µ +
Det(J) = 0}✳ ❆ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① r♦♦ts
✐s Det(J) > 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ F ♦❢ ❝❛s❡s ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✳ ❚❤❡
tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜② ❛♣♣r♦✲
♣r✐❛t❡❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ ✇❤✐❧❡ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥st❛♥t✳
❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t tr(J) = J11+J22 = θ
[
ξ1
∂g
∂λ
− ξ3
∂π
∂λ
− 1
]
+φ
[
η2
∂g
∂Ω
− 1
]
✳
❍❡♥❝❡ ✇❤❡♥ θ = θˆ = −φN
P
=
−φ[η2 ∂g∂Ω−1]
[ξ1 ∂g∂λ−ξ3
∂π
∂λ
−1]
> 0 ✭ ∵ N > 0, P < 0), t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❡①❛❝t❧②✿
tr(J) = 2 ∗ ❘❡(µ) = θ
[
ξ1
∂g
∂λ
− ξ3
∂pi
∂λ
− 1
]
+ φ
[
η2
∂g
∂Ω
− 1
]
= 0
✇❤❡r❡ tr(J) ✐s t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ J ❛♥❞ ❘❡(µ) ✐s t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
r♦♦ts✳ ❆s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢
t❤❡ r♦♦ts ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛ss✉r✐♥❣ ■♠(µ) 6= 0✳
◆♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ ❛♥❞
t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✐t ❛t θ = θˆ ✇❡ ❣❡t
∂( tr(J)
2
)
∂θ
∣∣∣∣
θ=θˆ
=
[
ξ1
∂g
∂λ
− ξ3
∂π
∂λ
− 1
]
2
< 0 ✭ ∵ P < 0)
❙♦ t❤❡ tr❛❝❡ ✐s s♠♦♦t❤✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ θ✳ ❚❤❡ tr❛❝❡ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛t θ = θˆ. ❆❧s♦ ♥♦t❡
t❤❛t tr(J) R 0 ⇐⇒ θ ⋚ θˆ. ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r
❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛t θ = θˆ✸✸✳
◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r θ < θˆ, t❤❡ tr❛❝❡ ❜❡❝♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♥✲
st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❤❡♥ θ > θˆ, t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s st❛❜❧❡✳ ❲❤❡♥ θ
✸✷❋♦r ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❍♦♣❢✲❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ s❡❡ ●❛♥❞♦❧❢♦ ✭✶✾✾✼✮✱ ■③❤✐❦❡✈✐❝❤ ✭✷✵✵✼✮✳
✸✸❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❛♥❞♦❧❢♦ ✭✶✾✾✼✮✳
✹✶
❢❛❧❧s t♦ θˆ, t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t ❧♦s❡s ✐ts st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
❣✐✈❡s ❜✐rt❤ t♦ ❛ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✐❢ θ r✐s❡s t♦ θˆ, t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛♥
✉♥st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✸✹✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✳ ❇❤❛❞✉r✐ ✭✷✵✵✻❜✮ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t ❢❛st❡r ❞✐✛✉s✐♦♥
r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❢✉❡❧✐♥❣ ❣r♦✇t❤
✇❤❡r❡❛s ❛t t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ t✐♠❡ ✐t ❤❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❞❡st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ st❡❛❞② ❣r♦✇t❤
♣❛t❤✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❤✐❣❤❡r s♣❡❡❞ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❢✉❡❧✐♥❣ ❣r♦✇t❤ ✭❛s ✐t ❝❛♥♥♦t st✐♠✉❧❛t❡ t❤❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐ts❡❧❢✮✱ ❜✉t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r st❛❜✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❲❡
❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ r❡str✐❝t✐✈❡♥❡ss ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ♣❛t❡♥ts✱ ❝♦♣②r✐❣❤ts ❛♥❞ ♦t❤❡r ✐♥t❡❧✲
❧❡❝t✉❛❧ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts✳ ❙♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❢♦r ❧♦♦s❡♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ r❡str✐❝t✐✈❡♥❡ss ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ❛r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡
❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳ ❋♦r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠✲
❡t❡r✱ φ✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ✭✸✳✷✮ ✫ ✭✸✳✶✵✮ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ st❡❛❞②
st❛t❡ ❋ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ ✸✳✷ ♦r ✸✳✸ ❤❛s ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② r♦♦ts ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡
❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✱ φ = φˆ =
−θ[ξ1 ∂g∂λ−ξ3
∂π
∂λ
−1]
[η2 ∂g∂Ω−1]
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❍❡r❡ φˆ =
−θ[ξ1 ∂g∂λ−ξ3
∂π
∂λ
−1]
[η2 ∂g∂Ω−1]
>
0 ❛♥❞
∂(
tr(J)
2
)
∂φ
∣∣∣∣
φ=φˆ
=
[η2 ∂g∂Ω−1]
2
> 0✳ ❍❡♥❝❡ tr(J) R 0 ⇐⇒ φ ⋚ φˆ.
◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r φ > φˆ, t❤❡ tr❛❝❡ ❜❡❝♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❤❡♥ φ < φˆ, t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s st❛❜❧❡✳ ❲❤❡♥ φ r✐s❡s t♦
φˆ, t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t ❧♦s❡s ✐ts st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❜✐rt❤
t♦ ❛ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✐❢ φ ❢❛❧❧s t♦ φˆ, t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ st❡❛❞②
st❛t❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✳ ❚❤✐s s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r φ t❤❛t ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❞❡♣❡♥❞s✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡r
t❤✐♥❣s✱ ♦♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts✳
▲♦✇❡r t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s❡❝t♦r✱ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡
✸✹◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❝❛♥ ❛r✐s❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ str♦♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥✲
❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡✈❛✐❧s✳
✹✷
s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ st❛❜❧❡ s②st❡♠ ❧♦s✐♥❣ ✐ts st❛❜✐❧✐t②
♣r♦❞✉❝❡s ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✳ ❙♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❢♦r ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧
♠❛r❦❡t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭❡❝♦♥♦♠②✮✳
✺ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❙t❛t✐❝s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❛❜❧❡
✺✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s✳
✺✳✶ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ξ0
❙❡tt✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ♣❛rt✐❛❧❧② ✇✳r✳t✳ ξ0 ✇❡ ❣❡t✱
P
∂λ
∂ξ0
+Q
∂Ω
∂ξ0
= −1 ✭✺✳✶✮
❙❡tt✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ♣❛rt✐❛❧❧② ✇✳r✳t✳ ξ0 ✇❡ ❣❡t✱
M
∂λ
∂ξ0
+N
∂Ω
∂ξ0
= 0 ✭✺✳✷✮
✇❤❡r❡ P =
(
ξ1
∂g
∂λ
− ξ3
∂π
∂λ
− 1
)
;Q =
[
ξ1
∂g
∂Ω
+ ξ2(ζ − 2Ω)− ξ3
∂π
∂Ω
]
❀M =
[
η1 + η2
∂g
∂λ
]
❀
N =
[
η2
∂g
∂Ω
− 1
]
❘❡✇r✐t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✮ ✫ ✭✺✳✷✮ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ✇❡ ❣❡t✱(
P Q
M N
)(
∂λ
∂ξ0
∂Ω
∂ξ0
)
=
(
−1
0
)
✭✺✳✸✮
❙♦✱
∂λ
∂ξ0
=
−N
(NP −MQ)
✭✺✳✹✮
❛♥❞
∂Ω
∂ξ0
=
M
(NP −MQ)
✭✺✳✺✮
❈❛s❡ ✶✳✶✿
✹✸
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s r❡s✉❧ts ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❈❛s❡ ❙t❡❛❞②
st❛t❡
❊✛❡❝t
♦♥ λ⋆
❊✛❡❝t
♦♥ Ω⋆
❊✛❡❝t ♦♥ g⋆
✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
> 0
❊✛❡❝t ♦♥ g⋆
✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
< 0
∆ ✐♥
ξ0
✶✳✶
A + + ❛♠❜✐❣✉♦✉s −
B + + ❛♠❜✐❣✉♦✉s −
✶✳✷ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✶
✶✳✸ D + + ❛♠❜✐❣✉♦✉s −
✷✳✶ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✶ + ❛♠❜✐❣✉♦✉s
✷✳✷ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✶ + ❛♠❜✐❣✉♦✉s
✷✳✸ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✸ + ❛♠❜✐❣✉♦✉s
✸✳✷✴✸✳✸ F − + ❛♠❜✐❣✉♦✉s +
∆ ✐♥
ξ1
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ξ0
∆ ✐♥
ξ3
♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ξ0
∆ ✐♥
η0
✶✳✶
A + − + ❛♠❜✐❣✉♦✉s
B − − ❛♠❜✐❣✉♦✉s +
✶✳✷ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✶
✶✳✸ D + − + ❛♠❜✐❣✉♦✉s
✷✳✶
A + − ❛♠❜✐❣✉♦✉s −
B + − − ❛♠❜✐❣✉♦✉s
✷✳✷ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✷✳✶
✷✳✸ D + − ❛♠❜✐❣✉♦✉s −
✸✳✷✴✸✳✸ F + − ❛♠❜✐❣✉♦✉s −
∆ ✐♥
η1
✶✳✶
A − + − ❛♠❜✐❣✉♦✉s
B + + ❛♠❜✐❣✉♦✉s −
✶✳✷ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✶
✶✳✸ D − + − ❛♠❜✐❣✉♦✉s
✷✳✶
A − + ❛♠❜✐❣✉♦✉s +
B + + + ❛♠❜✐❣✉♦✉s
✷✳✷ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✷✳✶
✷✳✸ D − + ❛♠❜✐❣✉♦✉s +
✸✳✷✴✸✳✸ F − + ❛♠❜✐❣✉♦✉s +
∆ ✐♥
η2
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ η1
✹✹
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t A✿ ❍❡r❡ P < 0✱ Q < 0✱ M > 0, N < 0✳ ❙♦ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✺✳✹✮ ✇❡ ❣❡t ∂λ
∂ξ0
= −N
(NP−MQ)
> 0 ❛♥❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮ ✇❡ ❝❛♥ s❛② ∂Ω
∂ξ0
=
M
(NP−MQ)
> 0✳ ❚❤✉s ❛s ξ0 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ
⋆ ❛♥❞ Ω⋆
r✐s❡ ❛♥❞ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ ξ0 ❤❛s ❛ ❞❛♠♣❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ ❜♦t❤ λ
⋆ ❛♥❞ Ω⋆.❲❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
> 0 ✐✳❡✳
✇❤❡♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❤❛s ❛ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡
♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✻✮✳
dg⋆
dξ0
=


+︷︸︸︷
∂g⋆
∂λ
+︷︸︸︷
∂λ
∂ξ0
+
−︷︸︸︷
∂g⋆
∂Ω
+︷︸︸︷
∂Ω
∂ξ0

 R 0 ✭✺✳✻✮
❚❤✐s ✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥✳ ❆ r✐s❡ ✐♥ ξ0 r❛✐s❡s Ω✳ ❯♥❞❡r
❝❛s❡ ✶ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ g⋆ ✭✐✳❡✳ ∂g
⋆
∂Ω
< 0✮
❛♥❞ s♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ Ω ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ g⋆. ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 r❛✐s❡s
λ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐♥ g⋆. ❍❡♥❝❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥
ξ0 ♦♥ g
⋆ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✱
✇❡ ❣❡t ∂g
⋆
∂λ
< 0. ❯♥❞❡r t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣
r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭s❡❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✼✮✮✳
dg⋆
dξ0
=


−︷︸︸︷
∂g⋆
∂λ
+︷︸︸︷
∂λ
∂ξ0
+
−︷︸︸︷
∂g⋆
∂Ω
+︷︸︸︷
∂Ω
∂ξ0

 < 0 ✭✺✳✼✮
◆♦✇ ❧❡t ✉s ❞♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0
❝✉r✈❡ ✐s λ
∣∣∣Ω=0
λ˙=0
= ξ0+ξ1g(0)−ξ3pi(0). ❙♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ξ0 ②✐❡❧❞s
∂

λ
∣∣∣Ω=0
λ˙=0


∂ξ0
= 1 > 0. ❙❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s dλ
dΩ
∣∣∣
λ˙=0
=
ξ1
∂g
∂Ω
+ξ2(ζ−2Ω)−ξ3
∂π
∂Ω
1−ξ1
∂g
∂λ
+ξ3
∂π
∂λ
❛♥❞ s♦ t❤❡ s❧♦♣❡ ✐♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
ξ0✳ ❚❤✉s ✇❤❡♥ ξ0 r✐s❡s✱ ♦♥❧② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❢♦r
❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0✱ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ s❤✐❢ts t♦ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t t❤❡
♥❡✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t A′ ✇❤❡r❡ Ω⋆ ❛♥❞ λ⋆ ❜♦t❤ r✐s❡✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✭❛✮ ❢♦r t❤❡
❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ s❤♦✇s t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✸✺✳
✸✺❋r♦♠ ❤❡r❡ ♦♥✇❛r❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✭♦r s❤✐❢t✮✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✭♦r s❤✐❢t✮ ✐❢ t❤❡ ♥❡✇
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s♦❝❧✐♥❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ t♦ s❤♦✇ ✐t✳
✹✺
■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ r❛✐s❡s λ
d ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ♣✉s❤❡s t❤❡ λ˙ = 0
✐s♦❝❧✐♥❡ ✉♣✇❛r❞s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ λ, ❛t t❤❡ ♦❧❞ st❡❛❞② st❛t❡ A✱ Ω ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r λ˙ = 0 t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤✐s ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ Ω ♣✉ts ✉♣✇❛r❞ ♣r❡ss✉r❡
♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭3.6) ✭❛s Ω > Ω¯✱ J12 < 0
❤❡r❡✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ λ st❛rts r✐s✐♥❣✳ ❆s s♦♦♥ ❛s λ r✐s❡s✱ Ω˙ = 0 ♥♦ ♠♦r❡ ❤♦❧❞s✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ Ω, λ ✐s ♥♦✇ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r Ω˙ = 0 t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❆s
J21 =
∂Ω˙
∂λ
> 0✱ Ω♠✉st r✐s❡✳ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r λ ❛♥❞ Ω ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❡♥s✉r❡ t♦
❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♥❡✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t A′ ❡✐t❤❡r ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ♦r s♣✐r❛❧✐♥❣ ❛r♦✉♥❞
A′. ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛t t❤❡ ♥❡✇ st❡❛❞② st❛t❡ A′, Ω⋆ ❛♥❞ λ⋆ ❜♦t❤ r✐s❡✳
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t B✿ ❍❡r❡ P < 0✱ Q > 0✱ M > 0, N < 0✳ ❙♦ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✺✳✹✮ ✇❡ ❣❡t ∂λ
∂ξ0
= −N
(NP−MQ)
> 0 ❛♥❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮ ✇❡ ❝❛♥ s❛② ∂Ω
∂ξ0
=
M
(NP−MQ)
> 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ξ0 ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢
❜♦t❤ λ⋆ ❛♥❞ Ω⋆ ✇❤❡r❡❛s ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ξ0 ❧♦✇❡rs t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤
λ⋆ ❛♥❞ Ω⋆✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✭❜✮ ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❍❡r❡ ❛❧s♦ ✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
> 0✱ t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✻✮✮ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡
✇❤✐❝❤ ✐s s♦ str♦♥❣ t❤❛t ∂g
⋆
∂λ
< 0, t❤❡♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✳
❙♦✱ ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭✐✳❡✳ ✇❤❡t❤❡r Ω > Ω¯ ♦r Ω < Ω¯), t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0
✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ⋆ ❛♥❞ Ω⋆.
❲❡ ❣❡t ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✷✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝❛s❡ ✶✳✷
s❡♣❛r❛t❡❧②✳
❈❛s❡ ✶✳✸✿
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t D✿ ❍❡r❡ P < 0✱ Q < 0✱ M > 0, N < 0✳ ❙♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮
②✐❡❧❞s ∂λ
∂ξ0
= −N
(NP−MQ)
> 0 ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮ ②✐❡❧❞s ∂Ω
∂ξ0
= M
(NP−MQ)
> 0✳ ❙♦
ξ0 ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤✲ λ
⋆ ❛♥❞ Ω⋆. ■t ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✭❝✮✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❝❛s❡ ✶✳✶✱ ✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
> 0✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡
✐♥ ξ0 ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
< 0✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢
❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳
◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ st❛❣♥❛t✐♦♥✱ ✐t✬s t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦♥✢✐❝t ❛♠♦♥❣ ✜r♠s
t❤❛t ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇
✹✻
✭❛✮ ❈❛s❡ ✶✳✶✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ✭✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
st❛rts ❢r♦♠ ♣♦✐♥t A ✇❤❡r❡ Ω > Ω¯✮
✭❜✮ ❈❛s❡ ✶✳✶✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ✭✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥✲
♦♠② st❛rts ❢r♦♠ ♣♦✐♥t B ✇❤❡r❡ Ω < Ω¯✮
✭❝✮ ❈❛s❡ ✶✳✸✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ✭❞✮ ❈❛s❡ ✶✳✸✿ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ ξ0
✭❡✮ ❈❛s❡ ✷✳✸✿ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ ξ0
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ξ0
✹✼
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ λ⋆ ❛♥❞ Ω⋆✱ ❜✉t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❝❧❛ss ❝♦♥✢✐❝t ❛♠♦♥❣ ✜r♠s✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② t❤❛t st❛rts ❢r♦♠ ❛ st❛❜❧❡ st❡❛❞②
st❛t❡ D✱ ♠❛② r❡❛❝❤ t♦ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♥♦❞❡ G ✐✳❡✳ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♠❛② ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡
❡❝♦♥♦♠② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✭❞✮✮✳
❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛s❡ ✶✳✸ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ D ♦❢ ❝❛s❡
✶✳✸✳ ❚❤❡♥ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜♦t❤ Ω
⋆ ❛♥❞ λ⋆✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ ξ0 ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ Ω
⋆ ❛♥❞ λ⋆ ❛♥❞ ♥♦ st❛❜❧❡ st❡❛❞②
st❛t❡ ❡①✐sts ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❢❛❧❧ ✐♥ ξ0.
❈❛s❡ ✷✿ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❝❛s❡s ✷✳✶ ✫ ✷✳✷ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❝❛s❡ ✶✳✶ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛s❡ ✷✳✸ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❝❛s❡ ✶✳✸✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❝❛s❡ ✷✱ ∂g
⋆
∂Ω
∈ (0, 1
η2
)
❛♥❞ s♦ ✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
> 0, ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡
♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱
dg⋆
dξ0
=


+︷︸︸︷
∂g⋆
∂λ
+︷︸︸︷
∂λ
∂ξ0
+
+︷︸︸︷
∂g⋆
∂Ω
+︷︸︸︷
∂Ω
∂ξ0

 > 0 ✭✺✳✽✮
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ ✭s♦ t❤❛t
∂g⋆
∂λ
< 0✮✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧
❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✱
dg⋆
dξ0
=


−︷︸︸︷
∂g⋆
∂λ
+︷︸︸︷
∂λ
∂ξ0
+
+︷︸︸︷
∂g⋆
∂Ω
+︷︸︸︷
∂Ω
∂ξ0

 R 0 ✭✺✳✾✮
❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲❝❛s❡s ✐✳❡✳ ❢♦r ❝❛s❡s ✷✳✶✱ ✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✸✳
❈❛s❡ ✸✳✷✴✸✳✸✿ ❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t F ✳ ❍❡r❡ P < 0✱ Q < 0✱ M > 0, N > 0✳ ❙♦
❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ ✇❡ ❣❡t ∂λ
∂ξ0
= −N
(NP−MQ)
< 0 ❛♥❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮ ✇❡
❝❛♥ s❛② ∂Ω
∂ξ0
= M
(NP−MQ)
> 0✳ ❚❤✉s ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐♥ ξ0, t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✈❛❧✉❡ ♦❢ Ω⋆ r✐s❡s ❜✉t λ⋆ ❢❛❧❧s✳ ❲❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
> 0✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ♦♥ t❤❡
✹✽
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛s
dg⋆
dξ0
=


+︷︸︸︷
∂g⋆
∂λ
−︷︸︸︷
∂λ
∂ξ0
+
+︷︸︸︷
∂g⋆
∂Ω
+︷︸︸︷
∂Ω
∂ξ0

 R 0. ✭✺✳✶✵✮
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
< 0✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢
❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ξ0 ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✐♥ ❝❛s❡ ✸✳✸ t❤❡ t✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ E ❛♥❞ F ❝♦♠❡ ❝❧♦s❡r
❛♥❞ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢❛❧❧ ✐♥ ξ0, ❜♦t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♠❡r❣❡ t♦ ✉♥✐t❡ ❛t ❛ s❛❞❞❧❡
♣♦✐♥t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✭❡✮✮✳
❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛s❡ ✸✳✸ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ F ♦❢ ❝❛s❡
✸✳✸✳ ❚❤❡♥ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ Ω
⋆ ❛♥❞ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ λ⋆✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ ξ0 ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ Ω
⋆ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ λ⋆ ❛♥❞ ♥♦ st❛❜❧❡
st❡❛❞② st❛t❡ ❡①✐sts ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❢❛❧❧ ✐♥ ξ0.
❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❡✐t❤❡r ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✸ ♦r ✐♥ ❝❛s❡ ✷✳✸ ♦r ✐♥ ❝❛s❡ ✸✳✸✱ ❛
❞❡❝❡♥t ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦♥✢✐❝t ❛♠♦♥❣ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ st❛❣♥❛t✐♦♥
✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❛s ✐t ♣r❡s❡r✈❡s ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛❜✐❧✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛ s✉❢✲
✜❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦♥✢✐❝t ❛♠♦♥❣ ✜r♠s ❝❛✉s❡s ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡
❡❝♦♥♦♠②✳
✺✳✷ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ξ1
❙❡tt✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ♣❛rt✐❛❧❧② ✇✳r✳t✳ ξ1 ✇❡ ❣❡t✱
P
∂λ
∂ξ1
+Q
∂Ω
∂ξ1
= −g ✭✺✳✶✶✮
❙❡tt✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ♣❛rt✐❛❧❧② ✇✳r✳t✳ ξ1 ✇❡ ❣❡t✱
M
∂λ
∂ξ1
+N
∂Ω
∂ξ1
= 0 ✭✺✳✶✷✮
✇❤❡r❡ P =
(
ξ1
∂g
∂λ
− ξ3
∂π
∂λ
− 1
)
;Q =
[
ξ1
∂g
∂Ω
+ ξ2(ζ − 2Ω)− ξ3
∂π
∂Ω
]
❀M =
[
η1 + η2
∂g
∂λ
]
❀
N =
[
η2
∂g
∂Ω
− 1
]
✹✾
❘❡✇r✐t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✶✮ ✫ ✭✺✳✶✷✮ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ✇❡ ❣❡t✱(
P Q
M N
)(
∂λ
∂ξ1
∂Ω
∂ξ1
)
=
(
−g
0
)
✭✺✳✶✸✮
❙♦✱
∂λ
∂ξ1
=
−Ng
(NP −MQ)
✭✺✳✶✹✮
❛♥❞
∂Ω
∂ξ1
=
Mg
(NP −MQ)
✭✺✳✶✺✮
❆ r✐s❡ ✐♥ ξ1✱ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s ❜❡✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② s❤✐❢ts t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦✲
❝❧✐♥❡ ✐♥ ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s✱
∂
(
λ
∣∣
λ˙=0
)
∂ξ1
= g > 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡
st❛t✐❝ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ξ1 ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
ξ0 ❛♥❞ s♦ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ✐t ❢✉rt❤❡r✳
✺✳✸ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ξ3
❙❡tt✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ♣❛rt✐❛❧❧② ✇✳r✳t✳ ξ3 ✇❡ ❣❡t✱
P
∂λ
∂ξ3
+Q
∂Ω
∂ξ3
= pi ✭✺✳✶✻✮
❙❡tt✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ♣❛rt✐❛❧❧② ✇✳r✳t✳ ξ3 ✇❡ ❣❡t✱
M
∂λ
∂ξ3
+N
∂Ω
∂ξ3
= 0 ✭✺✳✶✼✮
✇❤❡r❡ P =
(
ξ1
∂g
∂λ
− ξ3
∂π
∂λ
− 1
)
;Q =
[
ξ1
∂g
∂Ω
+ ξ2(ζ − 2Ω)− ξ3
∂π
∂Ω
]
❀M =
[
η1 + η2
∂g
∂λ
]
❀
N =
[
η2
∂g
∂Ω
− 1
]
❘❡✇r✐t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✻✮ ✫ ✭✺✳✶✼✮ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ✇❡ ❣❡t✱(
P Q
M N
)(
∂λ
∂ξ3
∂Ω
∂ξ3
)
=
(
pi
0
)
✭✺✳✶✽✮
❙♦✱
∂λ
∂ξ3
=
piN
(NP −MQ)
✭✺✳✶✾✮
❛♥❞
∂Ω
∂ξ3
=
−piM
(NP −MQ)
✭✺✳✷✵✮
✺✵
✭❛✮ ❈❛s❡ ✶✳✶✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ3 ✭✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
st❛rts ❢r♦♠ ♣♦✐♥t A ✇❤❡r❡ Ω > Ω¯✮
✭❜✮ ❈❛s❡ ✶✳✶✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ3 ✭✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
st❛rts ❢r♦♠ ♣♦✐♥t B ✇❤❡r❡ Ω < Ω¯✮
✭❝✮ ❈❛s❡ ✶✳✸✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ3
✭❞✮ ❈❛s❡ ✸✳✸✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ3
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ξ3
✺✶
❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ❝✉r✈❡ ✐s λ
∣∣∣Ω=0
λ˙=0
= ξ0 + ξ1g(0) − ξ3pi(0). ❙♦
♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ξ3 ②✐❡❧❞s
∂

λ
∣∣∣Ω=0
λ˙=0


∂ξ3
= −pi(0) < 0✳
❙❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s dλ
dΩ
∣∣∣
λ˙=0
=
ξ1
∂g
∂Ω
+ξ2(ζ−2Ω)−ξ3
∂π
∂Ω
1−ξ1
∂g
∂λ
+ξ3
∂π
∂λ
❛♥❞ s♦ t❤❡ s❧♦♣❡
❜❡❝♦♠❡s ✢❛tt❡r ❢♦r ❛❧❧ Ω < Ω¯ ❛♥❞ st❡❡♣❡r ❢♦r ❛❧❧ Ω > Ω¯ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ r✐s❡ ✐♥
ξ3✳ ❙♦ ❞✉❡ t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ3✱ t❤❡ λ˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ s❤✐❢ts t♦ t❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ξ3 ✐s
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❡①❛❝t❧② ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ξ0 ♦r ξ1 ❛♥❞ s♦ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t
❞✐s❝✉ss✐♥❣ ✐t ❢✉rt❤❡r✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ D ♦❢ ❝❛s❡
✶✳✸✳ ❚❤❡♥ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ ξ3 ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜♦t❤ Ω
⋆ ❛♥❞ λ⋆✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ3 ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜♦t❤ Ω
⋆ ❛♥❞ λ⋆ ❛♥❞ ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t
r✐s❡ ✐♥ ξ3 t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♠♦✈❡s ❢r♦♠ ❛ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤
♥♦ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❡①✐sts✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ F ♦❢ ❝❛s❡
✸✳✸✳ ❚❤❡♥ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ ξ3 ❧❡❛❞s t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ Ω
⋆ ❛♥❞ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ λ⋆✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❛ r✐s❡ ✐♥ ξ3 ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ Ω
⋆ ❛♥❞ ❛ r✐s❡ ✐♥ λ⋆ ❛♥❞ ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t r✐s❡ ✐♥
ξ3, t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥② st❛❜❧❡ st❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
✺✳✹ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ η0
❙❡tt✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✵✮ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧❧② ✇✳r✳t✳
η0 ✇❡ ❣❡t✱
P
∂λ
∂η0
+Q
∂Ω
∂η0
= 0 ✭✺✳✷✶✮
M
∂λ
∂η0
+N
∂Ω
∂η0
= 1 ✭✺✳✷✷✮
✇❤❡r❡ P =
(
ξ1
∂g
∂λ
− ξ3
∂π
∂λ
− 1
)
;Q =
[
ξ1
∂g
∂Ω
+ ξ2(ζ − 2Ω)− ξ3
∂π
∂Ω
]
❀M =
[
η1 + η2
∂g
∂λ
]
❀
N =
[
η2
∂g
∂Ω
− 1
]
❘❡✇r✐t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✶✮ ✫ ✭✺✳✷✷✮ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ✇❡ ❣❡t✱(
P Q
M N
)(
∂λ
∂η0
∂Ω
∂η0
)
=
(
0
1
)
✭✺✳✷✸✮
✺✷
❙♦✱
∂λ
∂η0
=
−Q
(NP −MQ)
✭✺✳✷✹✮
❛♥❞
∂Ω
∂η0
=
P
(NP −MQ)
✭✺✳✷✺✮
❈❛s❡ ✶✳✶✿
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t A✿ ❍❡r❡ P < 0✱ Q < 0✱ M > 0, N < 0✳ ❙♦ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✺✳✷✹✮ ✇❡ ❣❡t ∂λ
∂η0
= −Q
(NP−MQ)
> 0 ❛♥❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✺✮ ✇❡ ❝❛♥ s❛② ∂Ω
∂η0
=
P
(NP−MQ)
< 0✳ ❚❤✉s ❛s η0 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ λ
⋆ r✐s❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ Ω⋆ ❢❛❧❧s✳ ❋♦r ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ η0 ❡①❛❝t❧② ♦♣♣♦s✐t❡ ❤❛♣♣❡♥s✳
❲❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
> 0, t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ η0 ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧
❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✐♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✻✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
< 0, ❛ r✐s❡ ✐♥ η0 ❤❛s ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s
❡✛❡❝t ♦♥ ❧♦♥❣ r✉♥ g⋆✳
dg⋆
dη0
=


+︷︸︸︷
∂g⋆
∂λ
+︷︸︸︷
∂λ
∂η0
+
−︷︸︸︷
∂g⋆
∂Ω
−︷︸︸︷
∂Ω
∂η0

 > 0 ✭✺✳✷✻✮
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ❛s ✇❡❧❧ ✭❙❡❡ ❋✐❣✉r❡
✺✳✸✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ❝✉r✈❡ ✐s λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0
= η0−η2g(0)
η1
. ❙♦
♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ η0 ②✐❡❧❞s
∂

λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0


∂η0
= 1
η1
> 0✳ ❚❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ❢♦r t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s Ω
∣∣∣λ=0
Ω˙=0
= η2g(0)− η0✳ ❙♦ ♣❛rt✐❛❧❧②
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ η0 ②✐❡❧❞s
∂

Ω
∣∣∣λ=0
Ω˙=0


∂η0
= −1 < 0✳ ❙❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡
Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s dλ
dΩ
∣∣∣
Ω˙=0
=
1−η2
∂g
∂Ω
η1+η2
∂g
∂λ
❛♥❞ s♦ t❤❡ s❧♦♣❡ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ η0✳ ❚❤✉s ✇❤❡♥ η0 r✐s❡s✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ❞❡❝r❡❛s❡s✳
◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ r✐s❡ ✐♥ η0✱ st❡❛❞② st❛t❡ s❤✐❢ts ❢r♦♠ A t♦ A
′ ❛♥❞ s♦ λ⋆ r✐s❡s ❛♥❞ Ω⋆
❢❛❧❧s✳ ■❢ η0 r✐s❡s ❢✉rt❤❡r✱ A
′′ ❡♠❡r❣❡s ❛s ❛ ♥❡✇ st❡❛❞② st❛t❡ ✇❤❡r❡ λ⋆ ❛♥❞ Ω⋆ ❜♦t❤
❢❛❧❧✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆s η0 r✐s❡s✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ✜r♠s ❢❛❧❧s ❛♥❞ s♦ Ω˙ < 0 ✐✳❡✳ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ❢❛❧❧s✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛s ∂g
∂Ω
< 0 ✭❤❡r❡✮ ❛♥❞ ❛s ∂π
∂Ω
> 0, ❛s ❧♦♥❣ ❛s Ω > Ω¯✱ t❤✐s ❢❛❧❧
✐♥ Ω ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✭λd✮ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t t❤❡
✺✸
✭❛✮ ❈❛s❡ ✶✳✶✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ η0 ✭✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
st❛rts ❢r♦♠ ♣♦✐♥t A ✇❤❡r❡ Ω > Ω¯✮
✭❜✮ ❈❛s❡ ✶✳✶✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ η0 ✭✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
st❛rts ❢r♦♠ ♣♦✐♥t B ✇❤❡r❡ Ω < Ω¯✮
✭❝✮ ❈❛s❡ ✶✳✸✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ η0
✭❞✮ ❈❛s❡ ✸✳✸✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ η0
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ η0
✺✹
❛❝t✉❛❧ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♠♣r♦✈❡s ✭✐✳❡✳ λ r✐s❡s ♦r λ˙ > 0✮✳ ❖♥ t❤❡
❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ Ω < Ω¯✱ t❤✐s ❢❛❧❧ ✐♥ Ω t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
❝❤❛♥❣❡ ✭λd✮ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s
✭✐✳❡✳ λ ❢❛❧❧s ♦r λ˙ < 0✮✳
❆s η0 r✐s❡s✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ Ω
d ❢❛❧❧s ❛♥❞ ✐t ♣✉s❤❡s t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❧❡❢t✇❛r❞s✳
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ λ, ❛t t❤❡ ♦❧❞ st❡❛❞② st❛t❡ A✱ Ω ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r Ω˙ = 0
t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤✐s ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ Ω ♣✉ts ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥
❧❡✈❡❧ t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭3.14) ✭❛s ∂g
∂Ω
< 0, J22 < 0 ❤❡r❡✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ Ω st❛rts
❢❛❧❧✐♥❣✳ ❆s s♦♦♥ ❛s Ω ❢❛❧❧s✱ λ˙ = 0 ♥♦ ♠♦r❡ ❤♦❧❞s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ λ, Ω
✐s ♥♦✇ ❧♦✇❡r t❤❛♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r λ˙ = 0 t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❆s Ω > Ω¯ ♥❡❛r A,
J12 =
∂λ˙
∂Ω
< 0 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ λ ♠✉st r✐s❡✳ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r λ ❛♥❞ ❧♦✇❡r Ω
✉❧t✐♠❛t❡❧② ❡♥s✉r❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♥❡✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t A′ ❡✐t❤❡r ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧②
♦r s♣✐r❛❧✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ A′. ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛t t❤❡ ♥❡✇ st❡❛❞② st❛t❡ A′, λ⋆ r✐s❡s ❜✉t Ω⋆
❢❛❧❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ η0 r✐s❡s ❜② ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t✱ Ω ❢❛❧❧s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
♠❛❦✐♥❣ Ω < Ω¯✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ J12 =
∂λ˙
∂Ω
❜❡❝♦♠❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ λ
st❛rts ❢❛❧❧✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ r✐s❡ ✐♥ η0 ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r✐s❡ ✐♥ λ ❝❛♥ ❜❡
♦✈❡r❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ λ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ A′′ ❡♠❡r❣❡s ❛s ❛ ♥❡✇ st❡❛❞②
st❛t❡ ✇❤❡r❡ λ⋆ ❛♥❞ Ω⋆ ❜♦t❤ ❢❛❧❧✳
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t B✿ ❍❡r❡ P < 0✱ Q > 0✱ M > 0, N < 0✳ ❙♦ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✺✳✷✹✮ ✇❡ ❣❡t ∂λ
∂η0
= −Q
(NP−MQ)
< 0 ❛♥❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✺✮ ✇❡ ❝❛♥ s❛② ∂Ω
∂η0
=
P
(NP−MQ)
< 0✳ ❚❤✉s ❛s η0 ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s λ
⋆ ❛♥❞ Ω⋆ ❜♦t❤
r✐s❡ ❛♥❞ ✇❤❡♥ η0 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❜♦t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s λ
⋆ ❛♥❞ Ω⋆ ❢❛❧❧✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡
✺✳✸✭❜✮ ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ η0 ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢
❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ♦r ❛ ✇❡❛❦ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ ✐s
❛♠❜✐❣✉♦✉s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s
dg⋆
dη0
=


+︷︸︸︷
∂g⋆
∂λ
−︷︸︸︷
∂λ
∂η0
+
−︷︸︸︷
∂g⋆
∂Ω
−︷︸︸︷
∂Ω
∂η0

 R 0 ✭✺✳✷✼✮
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✉♥❞❡r ❛ str♦♥❣ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s s♦ str♦♥❣ t❤❛t
∂g⋆
∂λ
< 0✮ ❛ r✐s❡ ✐♥ η0 ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢
❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳
❈❛s❡ ✶✳✸✿
✺✺
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t D✿ ❍❡r❡ P < 0✱ Q < 0✱ M > 0, N < 0✳ ❙♦ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✺✳✷✹✮ ✇❡ ❣❡t ∂λ
∂η0
= −Q
(NP−MQ)
> 0 ❛♥❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✺✮ ✇❡ ❝❛♥ s❛② ∂Ω
∂η0
=
P
(NP−MQ)
< 0✳ ❚❤✉s ❛s η0 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ λ
⋆ r✐s❡s ❛♥❞ Ω⋆ ❢❛❧❧s
❛♥❞ ✇❤❡♥ η0 ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ λ
⋆ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ Ω⋆ r✐s❡s✳ ❚❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ η0 ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡
❛s ❛t ♣♦✐♥t A ♦❢ ❝❛s❡ ✶✳✶✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ η0 ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ t✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ C ❛♥❞ D ❝♦♠❡ ❝❧♦s❡r ❛♥❞ ❢♦r
❛ s✉✣❝✐❡♥t ❢❛❧❧ ✐♥ η0, ❜♦t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ s❛❞❞❧❡✲♥♦❞❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ G ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✭❝✮✮✳
❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛s❡ ✶✳✸ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ D ♦❢ ❝❛s❡
✶✳✸✳ ❚❤❡♥ ❛ r✐s❡ ✐♥ η0 ❧❡❛❞s t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ λ
⋆ ❛♥❞ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ Ω⋆ ❛♥❞ ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t
r✐s❡ ✐♥ η0, t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
❈❛s❡ ✷✳✶✿
❍❡r❡ 1
η2
> ∂g
⋆
∂Ω
> 0. ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❡r❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
> 0, ❛ r✐s❡ ✐♥ η0 ❤❛s ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢
❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♣♦✐♥t A ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥
❛s
dg⋆
dη0
=


+︷︸︸︷
∂g⋆
∂λ
+︷︸︸︷
∂λ
∂η0
+
+︷︸︸︷
∂g⋆
∂Ω
−︷︸︸︷
∂Ω
∂η0

 R 0 ✭✺✳✷✽✮
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
< 0, t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ η0 ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ♣♦✐♥t B✱ ✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
> 0✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ η0 ❤❛s ❛♥ ✉♥❛♠✲
❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✾✮ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❛ str♦♥❣ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ η0 ❤❛s ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s
❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ g⋆.
dg⋆
dη0
=


+︷︸︸︷
∂g⋆
∂λ
−︷︸︸︷
∂λ
∂η0
+
+︷︸︸︷
∂g⋆
∂Ω
−︷︸︸︷
∂Ω
∂η0

 < 0 ✭✺✳✷✾✮
✺✻
❚❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❝❛s❡ ✷✳✷ ❛s ✇❡❧❧✳
❈❛s❡ ✷✳✸✿
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s s❛♠❡ ❛s ❝❛s❡ ✶✳✸ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❛t ♣♦✐♥t D✱ ✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
> 0,
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ η0 ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s
❛♠❜✐❣✉♦✉s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ str♦♥❣ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥
η0 ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✳
❈❛s❡ ✸✳✷✴✸✳✸✿
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t F ✿ ❍❡r❡ P < 0✱ Q < 0✱ M > 0, N > 0✳ ❙♦ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✺✳✷✶✮ ✇❡ ❣❡t ∂λ
∂η0
= −Q
(NP−MQ)
> 0 ❛♥❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✺✮ ✇❡ ❝❛♥ s❛② ∂Ω
∂η0
=
P
(NP−MQ)
< 0✳ ❚❤✉s ❛s η0 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ λ
⋆ r✐s❡s ❛♥❞ Ω⋆
❢❛❧❧s ❛♥❞ ✇❤❡♥ η0 ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ λ
⋆ r❡❞✉❝❡s ❛♥❞ Ω⋆ r✐s❡s✳
❍❡r❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ♦r ❛ ✇❡❛❦ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛
r✐s❡ ✐♥ η0 ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜②
dg⋆
dη0
=


+︷︸︸︷
∂g⋆
∂λ
+︷︸︸︷
∂λ
∂η0
+
+︷︸︸︷
∂g⋆
∂Ω
−︷︸︸︷
∂Ω
∂η0

 R 0. ✭✺✳✸✵✮
❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r t❤❡ str♦♥❣ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ η0 ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳
❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✭❞✮✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ η0 ❧❡❛❞s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ E ❛♥❞ F t♦
❝♦♠❡ ❝❧♦s❡r ❛♥❞ ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t r✐s❡ ✐♥ η0, ❜♦t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛
s✐♥❣❧❡ s❛❞❞❧❡✲♥♦❞❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ H✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❡✐t❤❡r ✐♥ ❝❛s❡
✶✳✸ ♦r ✐♥ ❝❛s❡ ✷✳✸ ♦r ✐♥ ❝❛s❡ ✸✳✸✱ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ η0 ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ♣r❡s❡r✈❡
st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
✺✳✺ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ η1
❙❡tt✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✵✮ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧❧② ✇✳r✳t✳
η1 ✇❡ ❣❡t✱
P
∂λ
∂η1
+Q
∂Ω
∂η1
= 0 ✭✺✳✸✶✮
✺✼
M
∂λ
∂η1
+N
∂Ω
∂η1
= −λ ✭✺✳✸✷✮
✇❤❡r❡ P =
(
ξ1
∂g
∂λ
− ξ3
∂π
∂λ
− 1
)
;Q =
[
ξ1
∂g
∂Ω
+ ξ2(ζ − 2Ω)− ξ3
∂π
∂Ω
]
❀M =
[
η1 + η2
∂g
∂λ
]
❀
N =
[
η2
∂g
∂Ω
− 1
]
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✸✶✮ ✫ ✭✺✳✸✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s✱(
P Q
M N
)(
∂λ
∂η1
∂Ω
∂η1
)
=
(
0
−λ
)
✭✺✳✸✸✮
❙♦✱
∂λ
∂η1
=
λQ
(NP −MQ)
✭✺✳✸✹✮
❛♥❞
∂Ω
∂η1
=
−λP
(NP −MQ)
✭✺✳✸✺✮
❈❛s❡ ✶✳✶✿
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t A✿ P < 0✱ Q < 0✱ M > 0, ❛♥❞ N < 0 ❡♥s✉r❡ ∂λ
∂η1
=
λQ
(NP−MQ)
< 0 ❛♥❞ ∂Ω
∂η1
= −λP
(NP−MQ)
> 0✳ ❚❤✉s ❛s η1 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✈❛❧✉❡ λ⋆ ❢❛❧❧s ❛♥❞ Ω⋆ r✐s❡s ❛♥❞ ✇❤❡♥ η1 ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ λ
⋆
✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ Ω⋆ ❢❛❧❧s✳ ❲❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
> 0, t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ η1 ♦♥ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✻✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
< 0, ❛ r✐s❡ ✐♥ η1 ❤❛s ❛♥
❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡✛❡❝t ♦♥ ❧♦♥❣ r✉♥ g⋆✳
dg⋆
dη1
=


+︷︸︸︷
∂g⋆
∂λ
−︷︸︸︷
∂λ
∂η1
+
−︷︸︸︷
∂g⋆
∂Ω
+︷︸︸︷
∂Ω
∂η1

 < 0 ✭✺✳✸✻✮
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ❛s ✇❡❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✺✳✹✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ❝✉r✈❡ ✐s λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0
= η0−η2g(0)
η1
. ❙♦
♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ η1 ②✐❡❧❞s
∂

λ
∣∣∣Ω=0
Ω˙=0


∂η1
= −η0−η2g(0)
η21
>
0 (❛s η0 − η2g(0) < 0 ❤❡r❡✮✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ❢♦r t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡
✐s Ω
∣∣∣λ=0
Ω˙=0
= η2g(0)− η0✳ ❙♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ η1 ②✐❡❧❞s
∂

Ω
∣∣∣λ=0
Ω˙=0


∂η1
= 0✳ ❙❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s dλ
dΩ
∣∣∣
Ω˙=0
=
1−η2
∂g
∂Ω
η1+η2
∂g
∂λ
❛♥❞ s♦ t❤❡ s❧♦♣❡
✺✽
✭❛✮ ❈❛s❡ ✶✳✶ ✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ η1 ✭✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
st❛rts ❢r♦♠ ♣♦✐♥t A ✇❤❡r❡ Ω > Ω¯✮
✭❜✮ ❈❛s❡ ✶✳✶ ✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ η1 ✭✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
st❛rts ❢r♦♠ ♣♦✐♥t B ✇❤❡r❡ Ω < Ω¯✮
✭❝✮ ❈❛s❡ ✶✳✸✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ η1 ✭❞✮ ❈❛s❡ ✶✳✸✿ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ η1
✭❡✮ ❈❛s❡ ✸✳✸✿ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ η1
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ η1
✺✾
❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ η1✳ ❚❤✉s ✇❤❡♥ η1 r✐s❡s✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s❧♦♣❡
❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
❙♦ ❞✉❡ t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ η1✱ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ♣✐✈♦ts ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t
❝❧♦❝❦✇✐s❡✳
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t B✿ ❍❡r❡ P < 0✱ Q > 0✱ M > 0, N < 0✳ ❙♦ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✺✳✸✹✮ ✇❡ ❣❡t ∂λ
∂η1
= λQ
(NP−MQ)
> 0 ❛♥❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✺✮ ✇❡ ❝❛♥ s❛② ∂Ω
∂η1
=
−λP
(NP−MQ)
> 0✳
❚❤✉s ❛s η1 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s λ
⋆ ❛♥❞ Ω⋆ r✐s❡ ❛♥❞ ✇❤❡♥ η1
❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s λ⋆ ❛♥❞ Ω⋆ ❢❛❧❧✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✭❜✮ ❢♦r t❤❡
❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ η1 ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ♦r ❛ ✇❡❛❦ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s
✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
dg⋆
dη1
=


+︷︸︸︷
∂g⋆
∂λ
+︷︸︸︷
∂λ
∂η1
+
−︷︸︸︷
∂g⋆
∂Ω
+︷︸︸︷
∂Ω
∂η1

 R 0. ✭✺✳✸✼✮
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✉♥❞❡r ❛ str♦♥❣ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ ❛ r✐s❡ ✐♥ η1 ❤❛s ❛♥ ✉♥❛♠✲
❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉✲
❧❛t✐♦♥✳
❈❛s❡ ✶✳✸✿
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t D✿ ❆s P < 0✱ Q < 0✱ M > 0, N < 0 ♥❡❛r st❡❛❞② st❛t❡
D, ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✹✮ ✇❡ ❣❡t ∂λ
∂η1
= λQ
(NP−MQ)
< 0 ❛♥❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✺✮
✇❡ ❣❡t ∂Ω
∂η1
= −λP
(NP−MQ)
> 0✳ ❚❤✉s ❛s η1 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ λ
⋆
❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ Ω⋆ r✐s❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✭❝✮✮ ❛♥❞ ✇❤❡♥ η1 ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
❤❛♣♣❡♥s✳ ❆ r✐s❡ ✐♥ η1 ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s s❛♠❡
❡✛❡❝t ❛s ❛t ♣♦✐♥t A ♦❢ ❝❛s❡ ✶✳✶✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ η1 ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ t✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ C ❛♥❞ D ❝♦♠❡ ❝❧♦s❡r ❛♥❞ ❢♦r
❛ s✉✣❝✐❡♥t ❢❛❧❧ ✐♥ η1, ❜♦t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ s❛❞❞❧❡✲♥♦❞❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ G✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✭❞✮ ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❛t✐❝ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✳
❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛s❡ ✶✳✸ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✾✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ D ♦❢ ❝❛s❡
✶✳✸✳ ❚❤❡♥ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ η1 ❧❡❛❞s t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ λ
⋆ ❛♥❞ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ Ω⋆ ❛♥❞ ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t
❢❛❧❧ ✐♥ η0, ♥♦ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
✻✵
❈❛s❡ ✷✳✶✿
❍❡r❡ 1
η2
> ∂g
⋆
∂Ω
> 0. ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❝❛s❡ ✶✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
>
0, ❛ r✐s❡ ✐♥ η1 ❤❛s ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧
❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t ♣♦✐♥t A ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ❜②
dg⋆
dη1
=


+︷︸︸︷
∂g⋆
∂λ
−︷︸︸︷
∂λ
∂η1
+
+︷︸︸︷
∂g⋆
∂Ω
+︷︸︸︷
∂Ω
∂η1

 R 0 ✭✺✳✸✽✮
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
< 0, t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ η1 ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛t ♣♦✐♥t B✱ ✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
> 0✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ η1 ❤❛s ❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉✲
♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s
s❤♦✇♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✾✮✮ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❛ str♦♥❣ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ η1 ❤❛s ❛♥
❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ g⋆.
dg⋆
dη1
=


+︷︸︸︷
∂g⋆
∂λ
+︷︸︸︷
∂λ
∂η1
+
+︷︸︸︷
∂g⋆
∂Ω
+︷︸︸︷
∂Ω
∂η1

 > 0 ✭✺✳✸✾✮
❲❡ ❣❡t ❛ s✐♠✐❧❛r ❦✐♥❞ ♦❢ r❡s✉❧t ❢♦r ❝❛s❡ ✷✳✷✳
❈❛s❡ ✷✳✸✿
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s s❛♠❡ ❛s ❝❛s❡ ✶✳✸ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❛t ♣♦✐♥t D✱ ✇❤❡♥ ∂g
⋆
∂λ
> 0,
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ η1 ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s
❛♠❜✐❣✉♦✉s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ str♦♥❣ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥
η1 ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳
❈❛s❡ ✸✳✷✴✸✳✸✿
❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t F ✿ ❍❡r❡ P < 0✱ Q < 0✱ M > 0, N > 0✳ ❙♦ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✺✳✸✹✮ ✇❡ ❣❡t ∂λ
∂η1
= λQ
(NP−MQ)
< 0 ❛♥❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✺✮ ✇❡ ❝❛♥ s❛② ∂Ω
∂η1
=
−λP
(NP−MQ)
> 0✳ ❚❤✉s ❛s η1 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ λ
⋆ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ Ω⋆
r✐s❡s ❛♥❞ ✇❤❡♥ η1 ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❤❛♣♣❡♥s✳ ❍❡r❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦✜t✲❧❡❞
♦r ❛ ✇❡❛❦ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ η1 ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✻✶
r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ s❤♦✇♥ ❜②
dg⋆
dη1
=


+︷︸︸︷
∂g⋆
∂λ
−︷︸︸︷
∂λ
∂η1
+
+︷︸︸︷
∂g⋆
∂Ω
+︷︸︸︷
∂Ω
∂η1

 R 0. ✭✺✳✹✵✮
❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r t❤❡ str♦♥❣ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢
❛ r✐s❡ ✐♥ η1 ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳
❆s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✭❡✮✱ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ η1 ❝❛✉s❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ E ❛♥❞ F
t♦ ❝♦♠❡ ❝❧♦s❡r ❛♥❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❢❛❧❧ ✐♥ η1 ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤♦s❡ t✇♦
❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ s❛❞❞❧❡✲♥♦❞❡ st❡❛❞② st❛t❡ H✳
✺✳✻ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ η2
❙❡tt✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✵✮ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧❧② ✇✳r✳t✳
η2 ✇❡ ❣❡t✱
P
∂λ
∂η2
+Q
∂Ω
∂η2
= 0 ✭✺✳✹✶✮
M
∂λ
∂η2
+N
∂Ω
∂η2
= −g ✭✺✳✹✷✮
✇❤❡r❡ P =
(
ξ1
∂g
∂λ
− ξ3
∂π
∂λ
− 1
)
;Q =
[
ξ1
∂g
∂Ω
+ ξ2(ζ − 2Ω)− ξ3
∂π
∂Ω
]
❀M =
[
η1 + η2
∂g
∂λ
]
❀
N =
[
η2
∂g
∂Ω
− 1
]
❘❡✇r✐t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✹✶✮ ✫ ✭✺✳✹✷✮ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ✇❡ ❣❡t✱(
P Q
M N
)(
∂λ
∂η2
∂Ω
∂η2
)
=
(
0
−g
)
✭✺✳✹✸✮
❙♦✱
∂λ
∂η2
=
gQ
(NP −MQ)
✭✺✳✹✹✮
❛♥❞
∂Ω
∂η2
=
−gP
(NP −MQ)
✭✺✳✹✺✮
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ❝✉r✈❡ ✐s λ
∣∣Ω=0
Ω˙=0
= η0−η2g(0)
η1
. ❙♦
♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ η2 ②✐❡❧❞s
∂
(
λ
∣∣Ω=0
Ω˙=0
)
∂η2
= −g(0)
η1
< 0✳
❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ❢♦r t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s Ω
∣∣λ=0
Ω˙=0
= η2g(λ = 0) − η0✳
✻✷
✭❛✮ ❈❛s❡ ✶✳✶✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ η2 ✭✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
st❛rts ❢r♦♠ ♣♦✐♥t A ✇❤❡r❡ Ω > Ω¯✮
✭❜✮ ❈❛s❡ ✶✳✶✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ η2 ✭✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
st❛rts ❢r♦♠ ♣♦✐♥t B ✇❤❡r❡ Ω < Ω¯✮
✭❝✮ ❈❛s❡ ✶✳✸✿ ❛ r✐s❡ ✐♥ η2 ✭❞✮ ❈❛s❡ ✶✳✸✿ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ η2
✭❡✮ ❈❛s❡ ✶✳✶✿ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ η2
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ η2
✻✸
❙♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ η2 ②✐❡❧❞s
∂
(
Ω
∣∣λ=0
Ω˙=0
)
∂η2
= g(0) > 0✳
❙❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s dλ
dΩ
∣∣
Ω˙=0
=
1−η2
∂g
∂Ω
η1+η2
∂g
∂λ
❛♥❞ s♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s❧♦♣❡ ✐s
❛♠❜✐❣✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ η2 ✭❛s
∂
(
dλ
dΩ
∣∣
Ω˙=0
)
∂η2
=
−(η1 ∂g∂Ω+
∂g
∂λ)
(η1+η2 ∂g∂λ)
2 ≷ 0✮✳
❚❤✉s✱ ✜♥❛❧❧② ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✇❤❡♥ η2 r✐s❡s✱ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ s❤✐❢ts
t♦✇❛r❞ r✐❣❤t✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❤✐❢t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✮✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡
✺✳✺ ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❙♦❧✐❞ r❡❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✇❤❡♥
t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ η2 ✭✐✳❡✳
∂
(
dλ
dΩ
∣∣
Ω˙=0
)
∂η2
< 0✮ ❛♥❞
t❤❡ ❞♦tt❡❞ r❡❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ Ω˙ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✇❤❡♥
∂
(
dλ
dΩ
∣∣
Ω˙=0
)
∂η2
✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ η2 ✐s
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ η0 ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ η1✳ ❙♦ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ✐t ❢✉rt❤❡r✳
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❛ ♣♦st✲❑❛❧❡❝❦✐❛♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡
❧♦♥❣ r✉♥ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡
❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧②✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ s❤♦rt✲r✉♥ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✲
✐❝s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❜♦t❤ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❛♥❞ ♣r♦✜t✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞
r❡❣✐♠❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦♣❡♥✲
s✐t② ♦❢ t❤❡ r❡♥t✐❡rs ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞ t♦
❛ ✉♥✐t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦✜t ✭✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s ❛ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✮✱
❛ ❤✐❣❤❡r ❵✐♥t❡r♥❛❧ ✜♥❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬ ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ∂r
R
∂Ω
✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✮ ✐s s✉✣✲
❝✐❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭✐✳❡✳
❵♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬ ❛♥❞ ❵❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✬✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ r❡♥t✐❡rs✬ ❝♦♥✲
s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦♣❡♥s✐t② ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞
t♦ ❛ ✉♥✐t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦✜ts✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥❛r②
❡✛❡❝t ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❍❡✐♥
✭✷✵✶✷❛✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮ ❛s
✇❡❧❧✳
❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r
✻✹
❡♥s✉r❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✲
❛r②✿ (i) ❛ ❧♦✇ ♣r♦♣❡♥s✐t② t♦ s❛✈❡ ♦✉t ♦❢ r❡♥t✐❡rs✬ ✐♥❝♦♠❡✱ (ii) ✇❡❛❦ ❡✛❡❝ts ♦❢
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦✜ts ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞s✮ ♦♥ ✜r♠s✬ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s✱
(iii) ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧♦✇❡r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❵♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬ ❢♦r ✜r♠s✬ ✐♥✲
✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❵✜♥❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬✱ ❛♥❞ (iv) ❛ ❤✐❣❤ r❡s♣♦♥✲
s✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦ t❤❡ ♣r♦✜t s❤❛r❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❛
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳
❯♥❧✐❦❡ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧
❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❣✐♠❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
✐s ✐♥✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧✐❡s ✐♥
t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ✇❤❡r❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✱ ✇❡ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡
t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ r✐❝❤❡r ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛♥ ❍❡✐♥
✭✷✵✶✷❛✮✳ ❯♥❧✐❦❡ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✉♥✐q✉❡✮✱ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦
✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♠❛② ❛r✐s❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✉♥❧✐❦❡ ❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❛✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥
❧❡❛❞ t♦ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
❲❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ❢❡✇ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛s ✇❡❧❧✳ ❋✐rst✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢
✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐s st❛❜❧❡✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✭♦r ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✮✱ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥
♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡s ❛ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡
❞❡♠❛♥❞✱ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❙❡❝♦♥❞✱ ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ t❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧❧② ❧♦✇
✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ str✐♥❣❡♥t ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ❛♥❞ s♦ ♦♥✮✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❧♦s❡s
✐ts st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❜✐rt❤ t♦ ❛ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✳ ❙♦✱ ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡
❡❝♦♥♦♠②✱ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✭♦r ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧✮ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ str✐♥❣❡♥t
✐♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ❛r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
✻✺
✇❤❡♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✜♥❛♥✲
❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝❛♥ ❧♦s❡ ✐ts st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❝❛♥
❡♠❡r❣❡✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts ❛r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢♦r
❡♥s✉r✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✳
❚❤✐r❞✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥❛r② ♦r ❛♥ ❡①✲
♣❛♥s✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ str♦♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ✐♥ ❝❛s❡ ✸ ✮✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ ξ0 ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❛❧❧
✐♥ λ⋆. ❆ s✐♠✐❧❛r ❦✐♥❞ ♦❢ r❡s✉❧t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ξ1.
❋♦✉rt❤✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❡✐t❤❡r ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳✸ ♦r ✐♥ ❝❛s❡ ✷✳✸ ♦r ✐♥ ❝❛s❡ ✸✳✸✱
✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ st❛❣♥❛t✐♦♥✱ ❛ ❞❡❝❡♥t ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦♥✢✐❝t ❛♠♦♥❣ ✜r♠s
✭♦r ❛ ❞❡❝❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ξ0✮ ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❛s ✐t ♣r❡s❡r✈❡s ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛❜✐❧✐t②✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ξ0 ❝❛✉s❡s ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ❝❧♦s❡❞ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤♦✉t ❛ r♦❧❡ ❢♦r ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✳ ❖♣❡♥ ♠❛r✲
❦❡t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♦♣❡♥s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♠✐t❛t✐♥❣ ❢♦r❡✐❣♥
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ▲❡✈❡❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❣❡t ❡♥r✐❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳
❆❝t✐✈❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ✈❛r✐♦✉s ✜s❝❛❧ ❛♥❞ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s
❛❧s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♠❛r❦❡t✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧❡❢t ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❬✶❪ ❇❤❛❞✉r✐✱ ❆✳ ✷✵✵✻❛✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s
❣r♦✇t❤✱ ✐♥ ❙❛❧✈❛❞♦r✐✱ ◆✳ ✭❡❞s✳✮ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●r♦✇t❤ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ❖♥
t❤❡ ◆❛t✉r❡ ❛♥❞ ❈❛✉s❡s ♦❢ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s✱ ❈❤❡❧t❡♥❤❛♠✱ ❯❑ ❛♥❞
◆♦rt❤❛♠♣t♦♥✱ ▼❆✱ ❯❙❆✿ ❊❞✇❛r❞ ❊❧❣❛r P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❬✷❪ ❇❤❛❞✉r✐✱ ❆✳ ✷✵✵✻❜✳ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✿ ❆ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❈❛♠✲
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